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UN PETIT JEU DE BILLARD

Une trés grande table carrée, des boules de hillard parfajtes,

quatre parois mobiles ot 4 personnes qui tiennent les parois.

Expérience 1

On laisse les parois libres et on lance les houles avec wne
certaine énergie cinétique E.
‘ Les boules se rebondissent 1es mes sur les autres -=de temps
A aufre une ou plusieurs boules frappent une paroi, Comme les parcis sont

libres, les boules les reboussent et s'évadent,
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Pour gque leg boules restenf sur la table, il faut tenir les
paroie ( on a justement prévy 4 esclaves) - chague fois auune houle
frappe contre une vareci, il faut appuver avec uwme force. $'il v a bheau-

EA Y ok
aup Ao boules ( mais pas tron }gincﬁm elles e génﬁnt}, il v & toujours

algques wes qui frappent contre une paroi, ot donc 31 fout appuver en
= remence. On veut parler ained d'un "gar® de boules de hillard, aqui
exercent une Y oregssion™ P osur les quatre parois, égale & la force

nicessaire pour les retenir en nlace,
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On déplace une paroi de facon A ce gque la superficie de la
taple soit réduite. En tenant les parois, on lance le m2me nombre  de
bouzles qufavant, avec la mdme fnergie E.

Tout se passe comme avaﬁt, les boules frappent sur les parois
,de temps en temps. Pourtant, comme la place disponible est plus petite,
le nombre de collisions avec les parois par uwnité de temps sera plus grand.
11 s'en suit gu'il va falloir appuyer plus fortement qu'avant pour retendir
les parois =la pression a augnenté: On voit que si on réduit la surface

disponible de n, le nombre de collision augmente de n ¢ la "pression”
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est proportionnelle & QKA, ot A est la surface disponible pour le movw
vement des houles.

Moralité :
' Toutes autres choses étant éanles i

P o 1A

Expérience 3

En wtilisant les conditions de ltexpérience 2, on lance m
fois plus de billards, mais toujours A une énergie B3 les boules frappent
alaﬁs m fois plus fréquemment sur les parois et il faut appuyer m fois plus fore

tement.

 Moralité

P o« N

ot N est le nombre de boules en circulation.

Expérience 4

En gardant les conditions de 1'expérience 2, on laﬁce le
méme nombre de boules, mais & une énergie ¥ fois plus grande. Les boules
frappent alors 1 fois plus violemment, et il faut appuyer £ fois plus
fortement. |

Moralité
P o E

Synthése

Nous voyons que, en tenant compte de toutes les variables

dans notre jeu 3

FPA o NE



Nous voyons aussi que,si le jeu a été triedimensionnel,

avec 6 parois avtour dfun volume V, on aurait trouvé :
PV « NE

5i nous identifions B avec la "température ® T

PV X NTT

On recomnait ainsi la loi de Boyle-Mariotte, vérifite empiriw
quement par les gaz " parfaits". Dang le cas expérimental, la température
intervient comme grandeur phénoménologiaue, mesure de la différence de chaleurs
entre deux corpsg. Notre jeu de billards montre que cette grandeur peut,

sous'certaines conditions , 2tre identifiée avec 1'énergie cinétique des

particules dont le gaz est composé.

Expérience 5

On remplit la table avec un nombre croizsant de boules, de
faéon & ce que le mouvement d'une boule & wn endroit provegque des MoVVew
ments aux autres endroits. Finalement, le nombre de boules est si grand
qe certaines n'arrivent presque jamais 2 frapper contre une paroi . elles
sont empéchées par la présence des autres. On voit alors que, au dela

dfune certaime “densité", la loi
P o« N

nfest plus vérifiée ~le gaz n'est plus parfaits Remarguons que, si on
essale de déterminer la température de ce gaz maintenant imparfait par
application de la loi de Boyle-Mariotte, le résultat ne sera plus cone

forme & 1'énergie cinétique.

Moralité
. Quand les conditions d'une expérience ne sont pas celles pour
laquelle la théorie a été AtabhiiCeesecess attention ! En particulier, on

sera souvent amené 2 défiﬁir la température de plusievrs facons différentes,
parce-que dans l'Univers les conditions ne sont jamais celles pour lezquellien

la théorie a &té établie.
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UN JEU DE BILLARD INTELLECTURL : LA MECANTOUE STATISTTQUR

Z
Considérons un gar "parfait" dans vne enceinte fermée. Chaque
R E particule de gaz a une certaine vitesse,

) el
¢ P différente en général des autres; chacue
- e ow -‘-‘-.' 1 " . .
- o { particule se déplace dang une directiom
v iy {
J‘ * .
\ ‘r " e 3, particuliére, en généyal différente des
/ o
,' i avtres. L'état physigue du gaz est défini
by ; i : z
o T T RPN quand nous connaissons la vitesse, direction

efr position de chadque particule.

Po-urtam,t) certaing paremétres sont redondants, surtout en ce

qui concerne 1'é&tat thermique du gaz. §1 1'effet de la aravitation est
Paible (i,“enceinf;e et peti‘.te) chagque endroit de 3.'eﬁceinte ast founivalent
~on n'a done vas besoin de s'occuper de la distribution spatiale des
varticvles (en premiére approximation, tout aw moins). On peut donc

dbcider de stoccuper senlement de la dietribution des particules dans

- < 3 g%
» Ve ¥ m "egpace" 3=dimensionnel défini par
R les trois composantes de vitegse
s ”ulo. . -
e P 30 v i Vo VV’ ¥, . Dans cet "espace", les
. ":’H‘ ' A‘f,d'ﬁ&% g .
- 3:: , il rarticules avant les mPmes Vx” vy, LA
£ bk~s X mais A différents endroits spatiaux se
s
T ¥ .
: trouvent 4 la m@me position. Comme i1l
stagit d'une statistiae d'um orand nome
5 bre de particules, on se concerne en
; effet avec la “population" des vetites

el n f e
cellvle: AU;‘ FA) ‘«G A U‘fz ; |
1etat du gar sera défini  quand nous connaitrens combien de particules

se trouvent dans chaque cellule de cet "espace de rhaseg,
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Le nrobléme neut 8tre simplifié encore davantage. Si on supnose aue -
milieu est parfzitement isotrope, nous ne nous intérassons pas auy
coordonnées Ve Vor Voot du noint de vue theminus-, 1a arandeur im’DOT’"
T (v, U‘ ") v
tante est 1'énergie cinétique, égale A g_,m e \ ,2,"'“
Dnncz du nmoint de vue thermigue, 1'4tat de gaz est détermmé avand nous
2
commaitrons le nombre de particules ayant vne éneraie entre .-.:, my
L v
ot " CU“* ‘ﬁ‘r) pour tout v, cuelles aue soient les vale

de V., V., V. .
X v 7,

A

g
J

Done, il est souwvent trds cormode du point de vue calcul de répartir
1'esnace de ohases en couches ephériques, de ravon v et d'énaisseur
A v : le "olume" dans 1'espace de phages occupé par une tel’

kN
couche egt kv AU,
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Remarquons que, dans un contexte quantique, ce volume dans 1'espace
des phases est exprimé différemment.

Nous avons ainsi é&liminé toutes les coordonnées aqui n'ont
aucume importance en premiére approximation : le probldme est réduit A
ses &léments fondamentaux.

Physiquement)une particule change son énergie tout le temps -
il v a des collisions avec d'autres particules, les parois €tfCesses
Une narticule dommée n'a pas d'endroit fixe dans l'espace des phases,
meme 1'espace trés dépouillé comme celle aqui reste & la fin. Pourtant,
1%4tat du gaz n'est pas déterminé var la position d'une varticule toute
seule dane l'espace de phases, mais par Ja distribution de 1'ensemble

de nmarticules dans cet espace~ si la distribution ne change pas AN couTs Je

temnéll'état du gaz est déterminé,

Considérons un intervalle d%énergie entre
k]|

<E—--"62J sawas:;h~ﬁyrwwuﬂ&u —

e X 3 1 1
T T 1 1 y

..
L
4
T

" 1
Y T

D}visona Jle en Gj petits intervalles. Si on dispose de Nj particules
dans cet intervalle d'énercie, il va y avoir un certain nombre de facons
f: de leg répartir dans les Gi sous-~ intervalles = par exemple, toutes
daﬁs la premiédre sous—intervalie, toutes sauf wne danse la premiére et
1'autre dens la deuxiém?)etc. '

A priori, & cause de l'acitation thermique, les particules
peuvent Atre n'importe od dans l'espace de phases- et le sont. Pourtant
si r} n'est pas indépendante de 1'énergie, certains intervalles
d'énergie seront vlus " populaires! que dfautres - si le nombre de facons
‘de 1remplir l'intervalle j avec des particules est supérieur au nombre de
fagons de remplir l'intervalle j + 1, les particules (qui changent leurs

; ; ' . by
fneragies continuellement) vont apparattre plus souvent A Jaouwajas+1.
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T1 s%en svit que FE nous indique la probabilité relative de trouver
N_E particules dens lvintervalle Ei e-Ei + dEi' Par conséauent, la

probabilité /' de trouver ime révartition particuliére de toutes les

particules de cgaz est donnée par

M < T
J J
fﬁ est en général différent pour différentes répartitions. Tl se
trouve due dans beaucoup de cas réels, cette fonction posséde um
maximunyles valeurs de Ni qui donnent ce maximum nous indiquent alors
“we

1'état le plus probable au gaz = donc, si on a de la chance, l'éta*Aesi

généralement observé.

Le jeu est alors de trouver :
1) les valeurs de /wj pour les cas ayant un intér@t physique (gaz de

- particules, gaz de photons); ceci implique wn calcul de combinatoire.

2) le produit g C? sur tout l'espace des phases ( donc)toute la

gamme d'énergie). .

3) le maximum, sujet & certaines contraintes comme le nombre de particu

§'énergie globale etc.

Nous allons étudier 2 cas particuliers :

le gaz parfait e t vn gaz de photons.

Un peu de combinatoire

Considérons d'abord le nombre de facons de remplir Gj
" cellules" avec Nj particules distinctes et identifiables, On a @

nombre de fagons différentes de mettre la 1ére particule = Gj

" "t " " ¥ Qéme 1] = G. o+ 1
J
( parce~quton peut la mettre 4 gauche ou & droite)
nombre de facons de mettre Nj particules = &J (@J' H) . (G'J. N
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Or, si les particules sont jdentiques, il y a Nj ! répartitions

Done, le nombre de facons différentes de répartir Nj

particules dans Gj cellules est

& &5 r W ~)

.
FJJ
£ GJ i (C:.J' *NJ-I) . (&'J_,)[
NJ ‘1' ( G"‘J. -[) "

.or,si é.} >/ 5 &‘J > N »

' J
& o+ e &
J J
C:d '+P{j - =~ 6:}
dfon
N;
o .
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Gaz parfait

On suppose que :

-~ les particules sont identiéucs

= il y a beaucoup de particg%gs

« le nombre d'états possiblesjgst trés supérieur au nombrc
de particules Nj .

C'est donc la répartition (2) gui s'applique s

gy
= B
J N,/
J
on a alors
/" o« T
J J

Pour la maxihilisation, il se trouve commode d'utiliser S = qu r

" ( prendre le logarithme d'une fonction ne peut pas changer la position -

son maximum) s
L]

8§ = k o Tr— ,;1 " K fPawl wee - covid el

J

- 174 ;E: (/f{j ’fj 6;j — lTj f\b j )

Comme Nj 7> | , L'approximation de Stirling nous dorne s

! . . e .
Iij r{j_ hJJ Ifj fJJ ﬁJJ

d¥oi

&

sak'Zw,i.j-—i + N
J

J

v

J

.

[~]
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11 est commode de remplacer Ni Dar'ﬁj, le nombre moyen
de particules par souswintervalle - c'est A dire, la_densité de

particules dans l'espace de phases :
J C;L

d'on

]
= lo &- .’0 o +N
S K jE, i A
J
I1 faut maintenant trouver les valeurs de nj qui " maximae
liseﬁt " 8. Deux contraintes s'imposent ¢

N
VZNJ
vz % n;

Nombre total de particules

it

4

i

Hi
=3

Energie totale

il
0
Py

2
E . f:ﬁwtf

J

)

V = volume occupé paf les particules
D'aprds la méthode des multiplicateurs de Lagrange, le maximum

de S est défini par

ol

i‘:‘(% + oL N +BE) = o pe Jaﬁ -

.+

ce qui donne °
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La constante A est Aliminée de la facon suivante,
Nous savons que"ﬁsnegt la densité de particules dans l'espace
de nhase a l'endroit Ei' Donc ¢

Ni = densité dans l'espace des phases X volume dans l'espace des phases

.

— 2
= n. % %L v olU_
J ;

d [\ n
Remarquons 1'astuce par lagquelle nouslﬁvons "digcrétisé” 1'espace des
avens
phases pour faire la combinatoire, egﬁ "liaesd" anréds pour identifier

avec la physique.

On a alors s

dtol

A “\/27.—

Pour identifier la constante (3 y 11 convient de ramener
la distribution cue nous avons trouvé 3 ume loi de physique connue s
nous allons utiliser la loi de Boyle-Mariotte, et il faut alors exprimer
la rression du gaz en termes de 1 .

La pression P est, pag définition, le flux dfimpulsion par
unité de surface

Nj particules contribuent donc A la pression spivant les trois directions:

d P N, . mu” .

%,Y,2 J S o g

i

2.
- rJ.'7H o
J e
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La pression étant isotrope :

P, = AP, - JE

Pe plus
z Z. 2 ) 2
"M({Fx-f-ugj.;-();) -

dfon
N, 2
o P = -2 . W

3 a
R 3/a. “MU—F/L
- N "‘”“"("”—ﬁ e v
V 27

3

£n intégrant on trouve

: N

P e e
AN '
Or, on sait par expérience que :

P = -’C-;/KT-

on ¢
K est la constante de Boltzmann,
On conclut que (3 peut 8tre identifié avec I/ XT

T est la température thermodynamique.

Done, finalement @

o 3/ _mw‘/sz"'
n, = (.‘er'xT") € . BTV dir
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On reconnait la distribution de Maxwell~Boltzmann

A NCF)

= £ = /2

On peut trouver deux autres relations utiles %

Energie moyemme par varticule

F = ]
= ’
Tt

[
“nA, " ol
2

=

- . gﬁﬁju"/(/\//\/) =£k7—

Nous voyons ainsi confirméeltidée intuitive que la température
est liée en quelcue sorte A l'énergie cinétique des particules. Tout de meme,

on remarque que cela n'est pas vrai si le gaz ne vérifie pas la distri-

bution de Maxwell-Roltzmann : c'est A dire, si les conditions aue nous

avons supposées au départ ne sont pas vérifiées, Une condition "cachée"

(=]

est 1'existence d'un maximum stable de Sy ce qui implique un systdme en
fquilibre. Si le gaz n'est pas en équilibre thermodynamique,.la notion
de "température" perd son sens pourtant il existe toujours une dnergie
cinétique !

3i toutes les conditions sont vérifibes

7V

N KT

N
T NE,
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dton :

pe—

.

L #
v

~£5
4
G Gpo

b4 ;lidasxfglp e/ géuizyr?

Cette relation est trés utile : on en trouvera une autre, trés semblable,

pour le cas d%'un gaz de photons.

Le rayonnement-gaz de photons

f\_i“ '*'p on k

Considérons wme enceinte Ffermée avec des pamis. parfaitement réfléchissantes
contenant wn peu de matidre et du rayonnement. Dans 1'esprit de 1a méw
canique quantique, nous pouvons cor;sidérer que l'enceinte contient
un "gaz" de photons, d*impulsions h )/ C.

Les photons n'interagissent pas; pourtant, en mettant de
la matiédre, on provoque des interactions photons« matiére qu.’f) du_point de
vue de la description statistique;. jouent le rBle d'interactions

photon=-photon. On peut alors appliquer 1'analyse statistique pour
trouver 1L'état du systdme, tout en se souvenant que l'équilibre se
rapporte A la matiére avec laquelle les photons interagissent.
Les photons sont des bosons. On suppose que @
-~ les photons sont identiques
= un nombre de photons quelconques peut 8tre dans un état donmé.
-~ le nombre de photons est trés grand, sans Btre nécessaire.

.ment supérieur a Gj'
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Dans ce cas le combinatoire nous donne (relation (1)) : -

I _ (2:3 = W -~ )
‘ /
Y C&;-0 N,

et _
5 =k /oj 1r
J J
En nécli creant I devant G. et en appliquant 1'approximation de Stirling :

» K}—[&‘(/-f-n)/cj’(f*f*n) m; /?’ﬁj}

Dans le cas du rayormement, le nombre de photons n'est pas constanty

1la seule contrainte est sur 1%énergie o

!

Fnergie totale = B

Vids & 9
V 2R

Le maximum de S est trouvé  comme avant : on trouve s

m, = l/ e‘gf‘j-— 1]

i

Pour identifier ﬁ y ON remardque aue pour nj &7, on pent néqgliger
E
T devant Q,é d sy Ce qui donne .
—F O
Sy J o
F1. - A

J

On reconnait la forme de 1'équation de Maxwell=Boltemanny
en effet, 7": <&/ . définie précisément les conditions od cette relde
tion est vérifiée. Par conséquent, on peut identifier ﬁ avec '//":T:, ow
la température T est la température de la matiére avec laquelle les

photons sont en équilibre. On a alors
£ /KT ]

//[e -/

il

n.
J
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Dans le cas du rayonnement, on n'a pas l'habitude de
considérer la distribution des photons : il est souvent plus commode
de mesvrer la distribution de la densité de 1'%nergie; de plus, il est plus

(8
raisonnable d'exprimer les grandeurs en termes ququantité de mouvement Ei
" plutdt qu'en termes des vitesses. Sous cette forme .
— 2
; LA L o
NiCg) o nox b dy
La relation est exprimée sous forme d'une proportionalité/

car la mécanique quantique fait intervenir quelques constantes supplé-

mentaires.
Or //
: = hy/C.
.
dton

N(Y) K A v dY

La densité d'énergie entre Vet Y + d¥ = dEV = énergie d'un photon X
densité des photons a :
v d Y
oL WIKT
e e

On recommait la distribution de Planck pour im corps noir.

On remarque encore une fois que cette distribution n'est

valable qu'd 1'équilibre statisitique. On ne permet alors ni accroisse =

ment ni diminution de 1'énergie et, en particulier, l'énergie ne doit pas
qui tter l'enceinte; autrement dit, un vrai corps noir qui vérifie exacte=

ment 1l'équation de Planck n'est pas observable,

Toutefois, il est souvent trés coomode d'assimiler certaing
objets & un corps noir; 1'approximation peut 2tre considéré bonne quand

~ la quantité de rayonnement émis est petite devant la quantité
-"piégée" & 1vintérieur.

w les photoné subissent beaucoup de collisions avec la matiére
avant de sortir.
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On considére ainsi que les étoiles sont des worps noirs a
( malgré 1a contradiétion linguistique et physique !) : on e sert
souvent de la loi de Planck pour déterminer leurs températures superficielw
lese
. Si 1'on pouvait observer les photons de 1l'intérieur de
l'enceinte, on verrait une distribution de Planck : cette notion trouve
une application trds importante deng la cosmologie, ol 1l'on assimile

1'Univers dans son ensemble & une enceinte fermée,

La distribution de Planck o /o jorme .s‘ur'v‘m/:z' i
ECY)

|
~
N
»
raN
&Y

Elles est paramétrée en termes de température. Par d:fférentnatlon, on
trouve aisément que le maximum de la distribution se trouve 3 une

fréquence vmax )

Y% < 7T

Moo X
On recomnait la loi de Wien.
L'énergie totale rayommée sur toutes les fréquences est
donnée par : 3
N YTy
E NRF
e e

en mettant
w o= hy kT
oM /Erauy@ !

L=}
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- X
p . 5 s
=3 < T W
e —/

*
g T

On reconnait la loi de Stefan.

5% on applique la loi de Stefan av rayommement émis A la surface

d'vn corps incandescent, on trouve :

zf‘ — A o jr.g-

on

: ' 2
o i H = 5“,:"][0\« . 90& 'E'ﬂ"‘f"/)-‘-" LA o,

(eI = Gons/&-u.ér 3e Sﬁfm
— 2

" i -
= S.669 ~ /O Q-/jf:,m =5 K
' Les photons transportnet vne quantité de mouvement,

Par conséquent, comme dans le cas d'un gaz de particules, tme pression

est exercée sur les varois de ltenceinte; on montre par m calcul anawe

logue que :

Q”}D - .E‘_._. N.

3 N
' hy
= 3 N
Donc ¢
F Yo 4y
P L 3 Y %a
e s
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(On voit aussi que s

E .
P 3

Derniére remarque concernant l'utilité des équations de Maxwell-Foltzmann
o de Flagk

Considérons wn gaz dense dnettant du rayonnement. Nous

TDOUvons
en principe déterminer sa "température" de deux faconz différentes

a) en faisant ume analyse microscopique des mouvements

des
atomes, nous pourrons dresser la distribution de viteszes s

s ensuite :
novs: pouvons trouver la valeur de T qui donne vn meilleur accord des

observations avec la distribution de Maxwell-Boltzmann.
b) nous pourrens. faire faire une décomposition spectrale

avec la loi de Plancke.

du rayonnement, et trouver la valeur de T qui donme un meilleur accord

Dans 1m monde idéal, les deux valeurs seraient identiques, ot
L]

nous pouviens nar la suite wtiliser-cette valeur de temvérature dans des
calculs trés cavants de 1'état physidue du TATe

Mais Je monde est imparfait .

en général les deux valeurs

sont nlus ou moins différentes, selon 1técart dn systéme des conditions
suprosées pour le calcul.

Quelle valeur utilise ydans les calculs savante 7. Voict

tAn
des nroblémes de 1'astrovhvsiaue moderne.



KESUME DU PROBLEME GENERAL

)\z .
Probleme de deépart: °
Yy
;i o7 =t trouver la distribution des
ﬂv v particuley - N(x,y,z,vx,vy,vz)
ol A
%
pas de gravitation
- elimination des coordonees spatiales
«
Az
Yeellle e
[

. }/ ‘Valumt

_,@‘:: LA, Ay Aoy

Ao = . L

’fn'f vrobleme simplifies

P U
' trouver le nombre de particules N
dans chaque cellule”

v
3 milieu isotrope:

transformetion du probleme en coodonces sphé&iques

- N nouveaw probleme.
coucha e trouver la distribution N (EJ) pour

volawme 49 . * pv. chaque couche j
#

- EE E" A

par commodite du calcul {par necesSLte dens un contexte
quanulque), chaque intervalle d°' energie E y E +dE
divisee en sousintervalles

L AER——— (;.‘; 5cwsiﬁﬁiwa /f:rs -

2

-

N

e 3
i 4

N ————
E‘}--wd&:;
probleme final:

trouver la population la plus probable de
Nj particules dans Gj intervalles, pour tout j simultandmer
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RESUME MAXWELL-BOLTZMANN EY PLANCK

Haxwell-Boltzmann Planck X
neriicules identiques dans une photons dans une enceinte fermee configuratn.
enceinte fermde avec un peu de matiére hypothg.
équilibre photons en equilibre avec matiow | état
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prr comparaison avec une loi par comparaison avec Maxwgllmﬂ. itdentifiic i
pilénonzenologique; par ex, pour un gaz de photons tres de ‘3
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KT lavee T = température de la matidre *
abre de particules par unite energie entre I1a fréquence Y forme
de volume ayant vitesses et la fréquence Y+d¥- por em’® de la loi
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§ est max. a une temp., 7 E est max 2 une temp,
donnée quand: donnée quand:

2 ¢
m S Oy 8
e ! L T )

YL

Ex:, !ﬂas:) 7 (>\ (E:Mm‘, ) o 7—
e’nergie moyenne par e'nergie totale rayonne’e relations
particule Daxr une surface A utiles

= 3 -
% KT = BeT%

3w N e o o s oy 5

P = § xdensité d'chergie
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1P = 4% densited d'chergie
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