Et

Relgen 1

PRINCIPES PHYSIQUES

LA RELATIVITE GENERALE
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LA NOTION D'UNE TRANSFORMATION DE REPERE
ET LA RELATIVITE RESTREINTE

Considérons 1'expérience élémentaire suivante :

(--.-...

Un gargon joue avec une balle sur un chariot fermé vitré}en
mouvement uniforme rectiligne ; il lance la balle verticalement, en la
laissant retomber librement.

Le mouvement de la balle peut &tre décrit de deux fagons différentes

selon si 1'on est sur le chariot ou si on regarde d'un endroit au repos sur
g

la rue. : i
)

Par rapport au chariot : le mouvement est vertical:: ;

v

Par rapport & la rue : le mouvement est une sorte de cycloide :

amm— . /.—\
h)
‘oT “ ” \ -

Voo \'!

Comment concilier ces deux mouvements, apparemment si différents ?

Avant 1900 environ, le probléme avait toujours été résolu par un
raisonnement qui remonte essentiellement & Newton.

En effet, on suppose qu'un mouvement rectiligne uniforme ne peut
avoir aucun effet sur les lois de la mécanique : toute différence de mouve-
ment observé est due uniquement & une transformation des coordonnées du
corps en mouvement d'un systéme de repdre & un autre.

Cette notion améne & 1'idée qu'aucun systéme repére en mouvement
rectiligne uniforme n'est privilégié : de tels systémes (appelés systémes
inertiels) sont tous équivalents et un mouvement exprimé dans un de ces

systémes peut &tre exprimé dans un autre grédce 4 une loi de transformation :
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- T T
X o= Xy vyt
o= 5
0:& : v, = vitesse mesurée dans le systéme de repére 1 ;
vy = vitesse mesurée dans le systéme de repére 2 ;
Wiy = vitesse relative du systéme 1 par rapport au systéme 2 ;
t = temps.

Pour simplifier la notation, on a choisi un mouvement de long de
l'axe x ; un mouvement tri-dimensionnel s'exprime de fagon semblable.

On remarque une hypothése sous-entendue : le temps ne se transforme
pas, ce qui revient & supposer que 1'on puisse définir une séquence temporelle
absolue, indépendante du systéme de repere. Dans 1l'esprit Newtonien, les
coordonnées spatiales (X,Y,Z,vitesse) sont relatives mais le temps est
absolu. La transformation qui lie deux systémes inertiels est appelée une
transformation galiléenne.

Donc dans 1'esprit Newtonien, les lois de la mécanique sont inva-
riantes (c'est-a-dire gardent leur forme) par rapport aux transformations
galiléennes.

Dans cette description de la nature, les lois:de la mécanique ne
gardent pas leur forme sous une transformation non-inertielle (c'est-é-dire,
& un systéme de repére accéléré, en rotation...) ; on voit apparaitre des
quantités supplémentaires, qui Jouent le rdle de forces (par exemple, la
force de Coriolis, qui apparait dans des systimes en rotation). Dans 1la
physique "pré-Einsteinienne", on a toujours considéré ces "forces" comme
"fictives" et en quelque sorte "louches" -on les utilisait par commodité
de calcul, mais en gardant a 1'esprit leur nature "imaginaire".

Le 19e sidcle a assité au développement de la théorie électroma-
gnétique de Maxwell : les équations de Maxwell ont amené les physiciens &
identifier la lumidre avec 1la propagation des ondes électromagnétiques dans
un "aether" ayant des propriétés subtiles (soutiert la propagation des

ondes, mais ne freine pas le mouvement orbital de la Terre, par exemple).
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La propagation des ondes électromagnétiques était
considérée comme l'analogue de la propagation des ondes mécaniques dans les
milieux connus, comme l'eau ou l'air. Or, dans ces cas, la vitesse de pro-
pagation est fonction de la vitesse de la source par rapport au milieu ; par
conséquent, la vitesse de propagation de la lumidre aurait dfi &tre fonction
de la vitesse d'une source lumineuse. On devrait donc pouvoir mesurer la
vitesse de la Terre par rapport & "1l'aether" en mesurant la vitesse de pro-

pagation de la lumiére dans les deux directions perpendiculaires AB, CD :
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L'expérience a été réalisée par Michelson & 1'aide d'un interféro-
métre : aucune différence de vitesse n'a &té détectée, ni par Michelson ni
par ses successeurs du 20e siécle. Le résultat avait aussi été confirmé par
des observations astronomiques : par exemple en étudiant les mouvements
apparents des étoiles binaires.

Les physiciens du 19e si&cle (Lorenz, par exemple) ont tenté d'ex—
pliquer ce résultat en supposant que la matidre se déforme dans la direction
de la vitesse : ainsi les bras perpendiculaires de 1'interféromdtre subissent

des changements de longueurs inégaux. Dans 1'esprit du 19e siécle, ces
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changements étaient réels, et Lorenz a essayé de démontrer leur existence
théoriquement & 1'aide de la théorie électromagnétique de la matitre : les
résultats n'étaient pas concluants.

C'est au début du 20e siécle que Einstein développe une nouvelle
théorie, que nous pouvons résumer a postériori de la fagon suivante :

toute loi de physique digne du nom doit &tre invariante par rapport & une

transformation entre systémes inertielles.Cette expression n'est qu'une

généralisation, au domaine de la physique, de 1'idée de Newton qui se rap-
portait auv seul domaine de la mécanique.

On remarque immédiatement que les équations de Maxwell ne sont pas
invariantes par rapport aux transformations galiléennes -leur forme m@me
change. Si 1'on veut considérer les équations de Maxwell comme lois fondamen-
tales, on ne peut pas considérer comme telles les transformations galiléennes,
malgré leur appel intuitif : il en faut trouver d'autres.

La transformation qui restitue la forme des équations de Maxwell

est celle de Lorentz

v- =(u*z+\/m)/[’+u2:.\/lz)

c?
Vs
X =(x2+‘1,~,';)/[1 -‘g‘]’"

<1
1]
TSN
e

Vie %2 /Cz)/[/“ :-;’-;)y&

ou : €= vitesse de la lumiére dans le vide.
On remarque que, avec cette transformation :
- la vitesse de la lumidre est ¢ dans le vide, quel que soit le

systéme de repére :
cvVv
L
vi o= krve)/[1+ 2

- les trajets des rayons lumineux sont droits ;

C

- on retrouve les transformations galiléennes pour v, <4 @ 4
- le temps n'est plus une quantité "absolue", mais varie selon le
systéme des repeéres. Ce phénomene parait, au premier abord,

incompréhensible.
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Ces propriétés des équations de Maxwell envers la transformation
de Lorenz étaient déjh connues au 19¢ sikcle, mais on ne comprenait pas leur
importance fondamentale 3 c'est Einstein, 4 1'aide d'une analyse profonde
de la notion de mesure, qui a donné un sens physique % la transformation de
Lorentz.

Einstein a commencé avec deux idées maitresses.

D'une part, les expériences de Michelson ont montré gque la vitesse
de la lumidre est une constante dans le vide, quelle:que s0it la vitesse de
la source. Sans chercher & comprendre la raison aux termes de la physique
du 19e siecle, on peut considérer cet effet comme une propriété essentielle
de la lumiere.

D'autre part, les lois de physique ne doivent pas &tre fonction
du systeme de repere utilisé pour les exprimer -un systeme de repere étant
en fin de compte un ensemble d"étiquettes" arbitraires, les propriétés essen-—
tielles du monde ne devraient pas ¥y atre fonction. En particulier, les ins-
truments utilisés pour effectuer les mesures de temps, longueul, etC.asy S€
comportent de la méme fagon, quel que soit le systéme des reperes. Une
conséquence importante est la possibilité (théorique) de construire un
ensemble d'horoges jdentiques, qui marchent & la méme vitesse dans un méme
systéme de repere et qui ne changent pas leur fonctionnement quand elles
sont mises en mouvement.

Le sens fondamental de la transformation de temps peut maintenant
gtre illustré en construisant une horloge tres particuliére.

Elle est composée de deux miroirs, séparés

4¥//II/I/IIILL1 ’? d'une distance L, les deux gurfaces réflé-
3 chissantes étant dirigées 1'une vers l'autre.
i : Un de ces miroirs a un petit trou ; une
{”“Fe 777@' TV \ lampe est placée sur ce miroir & 1l'intérieur

de 1'ensemble.

La lampe est allumée pendant un intervalle de temps tres court
ainsi, une npulsation” de lumiére passe d'un miroir & 1'autre. Un expéri-
mentateur qui observe le trou verra un clignotement chaque fois que la lumiere
renvoyée sort du trou =nous avons donc construit une horloge & battement
régulier ; de plus, nous pouvons en c onstruire plusieurs exemplaires iden-

tigques pour pouvoir les comparer sous différentes conditions.
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équipé de 14 méme
horloge,

une vitessge v, Quelle
période de battement observers

-t-il ?
On remarque que Je parcours lumineux dans l'horloge mobile est,
pour l'expérimentateur, un zigzag ;
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Si la période du battement obse

rvée est t2, 1!
tance vt2

entre deux battements,
lumineux egt donnée par . ;8
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Par conséquent,

la longueur du parcourg
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Donc : %_A_ . ] |
c [l = v*/c* J/’~

f,
[1— v%r ]

On retrouve ainsi un cas particulier de la transformation de Lorentz.

Cet exemple nous montre qu'il n'y a aucun sens i parler d'un
temps dans 1'absolu ; 1le temps est une quantité mesurée)et la mesure implique
une comparaisonfhite 4 1'aide des rayons électromagnétiques : le résultat
de la comparaison est fonction des conditions de 1l'expérience. Nous ne
pouvons pas non plus accorder une valeur privilégide & 1'expérimentateur
au "repos"; tout systime inertiel est équivalent en ce qui concerne les
lois de la physique -nous pouvons seulement affirmer que telle mesure,
faite sous telles conditions, donne tel résultat.

Nous avons illustré le sens physique de la transformation de
Lorentz & 1'aide d'une réalisation particuliére d'une horloge ; on montre
que le résultat ne dépend pas de la réalisation et s'applique & toute mesure
physique, étant en dernier ressort une conséquence de la notion de ce qui
peut constituer une loi de la prhysique (quelque chose qui ne change pas sa
forme par rapport au systéeme de repére), de la constance de la vitesse des
ondes électromagnétiques (expérience de Michelson), et du fait que les mesures
et observations sont faites & 1'aide des ondes électromagnétiques.

C'est la base physique de la relativité restreinte.

Du point de vue mathématigue, il est commode de généraliser la notion

de "distance entre deux points",
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Dans un espace Cartésien tri-dimensionnel, la distance S entre deux
points (1) et (2) est donnée par le théordme de Pythagore :
2 2 2 2
g = (X - ) 4 (Y1—Y2) + (z1-22)

Cette distance est une invariante géométrique par rapport & toute rotation
et translation du systéme de repdre.

Considérons maintenant un espace mathématique quadridimensionnel,
formé des trois composantes X,Y,Z et une composante que l'on écrira ict,
t étant un "axe" de repére temporel.

Par analogie avec le théorime de Pythagore, définissom u-ne quan-

tité S :
2 2
st [,'ccr’_r,,)]+ (X,-%,) +

s 2 z
= —c (hh) ¢ (x-x) + -
On 1l'appelle "un intervalle de longueur"
- elle a le sens habituel de distance pour deux événements simultanés
w o~
2 =¢c ) est défini par 55 = 0.
t-h
Considérons maintenant une rotation de ce systéme de coordonnées d'un

angle 9 :

= un parcours lumineux (

ich
et T
»

ict ict, cos @ + x, 9in @
2 2
x - - . .
1 1ct2s:Ln e -+ X, €08 é

avec des relations semblables pour y et z.

o
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2
Une telle rotation ne peut pas changer la valeur de S ; de plus,

on remarque que si 1'on met :

2 7]
cos © = [’— V"/Cz.]

sin 6] — i E? cos 6?

la rotation dans 1'espace quadridimensionnel a la forme de la transformation
de Lorentz.

Par conséquent la relativité restreinte peut &tre considérée
de la fagon suivante :

Les lois de 1la physique sont invariantes bar rapport aux rotations
dans un espace 4-dimensionnel défini par les axes (ict,x,y,z) ; les
rotations correspondent mathématiquement aux transformations entre des 8ys--
témes de repere inertiels. Une seule quantité est conservée pendant les ro-

tations ; c'est 1'intervalle de longueur § .

Cette expression de 1a relativité restreinte a été développée par
Minkowski. Elle est tras commode pour la réalisation des calculs, mais,
avant la relativité générale, ne semblait pas avoir une signification phy-

sique particuliére.

Signalons ici un probléme de notation.
Dans la géométrie tri-dimensionelle, on définit un vecteur u

tridimensionelle par les trois composantes (x, ¥, z), et sa longueur s

par le produit scaleur 33.33 :
2 a = 2
s = A, W, - % +J + Z

Ainsi on restitue le théoréme de Pythagore.

Si 1'on veut maintenant inclure une composante temporelle, il faut

définir un quadrivecteur et la forme de son produit scaleur, mais

ces définitions ne gont pas donnédes a priori: elles doivent seulement

restituer la forme de 1la transformation de Lorenz. En effet, cette
condition est vérifide si 1a "lognueur" d'un quadrivecteur est donnée
pPar une expression ayant la forme:
kS x 3
5™ = 7 & # 1("L+j +z?)
Pour la transformation de Lorenz, le signe de la "longueur" n's pas

d'importance - il est essentiel canlemeeds —... -
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temporelle du produit scaleur soit opposée au signe de la partie spatiale,

On dispose de deux moyens au moins d'arranger la chose.

1) On peut généraliser la définition tridimensionelle du produit scaleur

aux vecteurs quadridimensionelles u4 3

w, = (T, 53)
et par analogie avec le c.as tri-dimensionel le:
2 2 z x
oty = T+ b3ty = T T4 X+ yez
Dans ce cag, la quatridme composante T prend nécessairement la forme complexe:

T =t

C'est la démarche suivie par Minkowski et plusieurs relativistes depuis;

2

elle a l'avantage de garder la définition habituelle du produit scaleur, mais

au prix d'apé}ition d'une composante temporelle complexe.

2) On peut définir-.le produit scaleur d'un quadrivecteur 94 = (7, 35) par
1'expression: & g
Uy = T = gyt < T =P gt 20
Dang ce cas, la quatridme composante prend la forme réelle:
7 = cf

C'est la démarche suivie par beaucoup de relativistes modernes - elle se
revele plus commode en pratique & cause de la nature réelle de la composante
temporelle, I1 faut seulement garder & 1'esprit la nouvelle définition du

produit scaleur d'un quadrivecteur.

Toutefois, il n'y a pas de notation conventionnée: parfois le méme auteur
change sa convention au milieu de son ouvrage. Ce n'est pas grave, & condition
d'utiliser la m.8me convention pour un calcul conné. On appelle souvent la
convention "la signature": elle est exprimée sous forme des signes des

coefficients dans 1'expression pour 32 ¢ on a ainsi

- sgignatuwre (—+++) ce qul correspond aux quadrivecteurs (ict, Xy ¥y z),

avec le produit scaleur "classique",

- gignature (+———) ce qui correspond aux quadrivecteurs (ct, X, ¥, z), avec

le produit scaleur ct T - (x*+ )'l’f Z")_

Dans la suite, nous alons utiliser la signature (+,-,-,-), ce qui correspond

4 la convention trouvde dans plusieurs ouvrages récents.
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LE PRINCIPE DE LA RELATIVITE GENERALE

Jusqu'é présent, nous nous sommes bornés aux problémes soulevés

par des transformations entre repéres inertiels.

Cette restriction avait un certain sens dans le contexte de la
mécanique Newtonienne, ol le temps jouait un rdle privilégié, étant absolu,
et ol 1'on n'avait pas encore bien dégagé les notions importantes d'une
loi de physique et de mesure. Les reperes inertiels ¢taient admis comme pri-
vilégiés, étant ceux ol les lois de mouvement de Newton sont véifides ; pour
traiter le cas de repére non-inertiel, les lois de mouvement sont "modifides™
par l'introduction de "forces.iictives", ou d'autres procédés analogues.,

Or, la relativité restreinte avait soulevé une nouvelle notion :

un systéme de repére n'est qu'une fagon conventionnelle de donner des "&ti—

quettes", quelle que soit leur nature ; pourquoi donec privilégier comme
on fait dans la relativité restreinte, les repéres inertiels ?

Ces réflexions ont amené Einstein & énoncer le principe
de la relativité générale : les lois de la physique doivent 8tre invariantes
par rapport & une transformation & un systéme de repdre quelconque, y compris

les systémes non-inertiels.

Ce principe souldve immédiatement un probléme général : les lois

de physique, exprimées de fagon traditionnelle & 1'aide des coordonnées car-
tésiennes ou "Minkowskiennes" ne sont pas invariantes & des transformations
arbitraires. Il faut par conséquent trouver une fagon plus générale d'exprimer
les lois de physique.

La gravitation pose un probléme particulier.

Newton avait défini la force comme une quantité qui engendre une

Pk Y

X

accélération :

6; eat la force
Y est 1'accélération.
La constante de proportionalité est la masse m, du corps sur lequel agit la
force :

FI = mIY

On appelle cette masse 1la masse inertielle.
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Par ailleurs, empiriquement, deux corps g'attirent mutuellement :
on "explique" cette attraction par la présence d'une "force gravitationnelle"

FG’ dont la valeur est proportionnelle aux masses des corps :
Foi ool iacidd
& &

ou : L MG gont les masses des corps.
A priori, la masse qui intervient dans la loi de gravitation, Do

n'a aucun rapport avec la masse m_ qui intervient dans la loi de mouvement.

I
Newton a supposé que

II]I = mG

et des expériences du type Eotvis ont pleinement vérifié cette hypothdse.
| - Dans la mécanique Newtonienne, aucune explication n'est donnée
pour ce hasard ; c'est un fait d'expérience...et voild tout ;

- la force de gravitation est de nature mystérieuse : elle agit

4 distance, 4 travers le vide, etc...
L'égalité de la masse inertielle et de la masse gravitationnelle
conduit & un autre probléme...tout au moins, dans le contexte du principe
de la relativité générale.
Considérons, avec Einstein, un physicien enfermé dans une boite
sans fendtre. La boite est équipée de tous les appareils de mesure qu'on
veut -par exemple une balance & ressort & laquelle :on suspend une masse.
On réalise maintenant deux expériences de pé%ée.
1) La boite est placée dans le voisinage d'un corps massif. Le
physicien observe alors une extension de la balance H

2) on place la boite loin de tout corps et on lui donne une accé-
lération uniforme. Le physicien observe alors une extension de
ga balance.

On remarque que, & cause de mp = My, le physicien est incapable
de distinguer les deux cas : qu'il soit dans un champ gravitationnel ou qu'il
aoit uccéléré, la balance se comporte de la méme fagon. L'expérience de p%%ée
peul 8tre généralisée et on montre qu'aucune mesure ne peut distinguer 1l'ef-
Fot sur un corps d'un champ gravitationnel d'une accélération uniforme

—un chump gravitationnel esat slrictement équivalent & une accélération.
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Considérons maintenant le méme arrangement, la boite étant animée
d'une accélération uniforme.

A un moment donné, une lampe s'allume et le physicien mesure le
parcours du rayon lumineux. La trajectoire sera courbde a cause de 1l'accé-
lération : les rayons lumineux ne sont - rectilignes que dans les systémes
inertiels. Mais nous avons vu qu'un champ gravitationnel et une accélération
sont équivalents, du point de vue des mesures physiques ; par conséquent la
trajectoire d'un rayon lumineux sera courbé aussi dans un champ gravitationnel,

Voici alors un résultat ennuyeux : la relativité restreinte n'est
pas valable dans un champ gravitationnel, car celui-ci a toutes les caracté—
ristiques d'un systéme de repére non-inertiel.

Faut-il avoir plusieurs sortes de physique, selon les champs de
force, systéme de repére...?

Peut-on trouver des propriétés du monde qui sont indépendantes des

conventions arbitraires liées aux systémes des repdres ?
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GAUSS ET LES PROPRIETES GEOMETRIQUES "INTRINSEQUES" DES SURFACES

Jusqu'au 18e sikdcle, la seule géométrie "admise" fut celle basée
sur les postulats d'Euclide, dont, par exemple, le postulat des paralldles
est célébre.

Le postulat des paralldles a joué un rédle critique dans la géométrie.
Plusieurs générations de mathématiciens depuis Euclide en avaient cherché
une preuve rigoureuse, sans sucun succes ¢ pourtant la géométrie semblait
impensable sans ce postulat. C'est vers la fin du 18e sigécle que Bolyai et
Lobachevsky démontrent que le postulat n'est pas nécessaire : on peut en effet
construire des géométries cohérentes et consistantes (c'est-a-dire sans
contradictions internes) sans poser le postulat des paralléles. Donc, qu'on
admette ou pas le postulat des paralléles n'est plus une affaire des mathéma—
ticiens : seule 1'expérience peut trancher entre la géométrie euclidienne et
les autres.

La géométrie euclidienne, soit sous forme purement géométrique,
soit sous la forme algébrique développée par Descartes, est une géométrie
plane ; les propriétés géométriques de la surface d'une sphere furent tou-
Jours étudides par 1'intermédiaire de la géométrie plane euclidienne. Par
exemple, il était bien connu que la somme des angles d'un triangle dessiné
sur la surface d'une sphdre est supérieure & 180° et que des "paralleles"
(des grands cercles) se rencontrent & une distance finie (aux pdles) ; toutefois
aucun progrés ne pouvait &tre fait tant que la sphére était étudide comme
un objet & 1l'intérieur d'un systéme de coordonnées cartésiennes rectangu-
laires ; c'est-a-dire tant que 1'on étudiait la sphére du point de vue d'un

observateur placé & 1'extérieur.

C'est Gauss qui se proposait d'étudier les propriétés géométriques
d'yme surface arbitraire i 1'aide d'un systéme de coordonnées 1ié & la
surface elle-méme : c'est-h-dire les "axes" du systéme des coordonnées "épousent"
la surface et la suivent. On appelle un tel systéme de coordonnées "curvi-
Ligne" : les axes ne sont plus, en général, rectangulaires.

Considéro ns un morceau élémentaire d'une surface, et dressons sur

celte surface deux axes x et Yy qui suivent sa forme. Quelle est la distance

ds entre deux points voisins (dans le sens du calcul différentiel) A et B ?
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—> N

La distance eput &tre exprimée de deux fagons différentes, selon

le systéme de coordonnées utilisées.

1) a l'aide d'un systéme cartésien rectangulaire traditionnel X,Y,Z

ds* = dx* 4 dY s 42"

2) & 1'aide des coordonnées curvilignes x,y :
2.
ds° = oCCJ‘:rz-fﬁdj + ?’/GJ""’J
Dans ce cas, on voit apparaitre des coefficients ¢£, é% ‘3/

dont les valeurs dépendent de la forme de la surface :

of = F = I)- X = o, $ surface plane : géométrie euclidienne

ol ﬁ 5 7 # - ¥ => surface courbe, géométrie non-euclidienne.
Or les seules coordonnées "accessibles" aux &tres vivant sur la
surface et incapables de se mettre & 1'extérieur (par exemple une race de

fourmis intelligentes !) sont les coordonnées curvilignes x,y ; par exemple,
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leur mesurc de distance peut &tre basée sur le nombre de "pas" qu'elles

Tont dans une direction donnée. Ces fourmis pourraient trouver expérimentale-
ment la relation entre ds eta,y : elles pourraient alors déterminer les
valeurs des coefficients o(,/i, Yet donc la forme géométrique de leur monde.

On voit apparaitre une méthode pour tester les postulats de
Buclide & 1'échelle locale.

Considérons une séparation infinitésimale ds ; étant infinitésimale,
elle aura la méme valeur quel que soit le systéme de coordonnées utilisé pour
1'exprimer. Par ailleurs, on passe du systéme rectangulaire X,Y,Z au systéme
curviligne x,y & 1l'aide de la transformation

2 X X
qf x' = ;j;c CJJ? + é{;_ aij

. <
1z 35 *5-3241

Considdrons une aphirre, de rayon I, el an Cldment de longueur do.
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Les coordonnédes cartésiennes d'un point A sur 1la surface sont

données par

X Rsmb sm @
' = Rsmé cos p
¢ = Reos Q

Sur la surface de la sphére, les coordonnées de A peuvent &tre,

1

par exemple

u = R§E

"~

A

© - g

Ce sont en quelque sorte deg coordonnées polaires curvilignes,

On a
2 . 2
CJ.SR o a/ X ~ o )’ + ‘JZ
L on CXprime dx, dqv, v en fonction de 49, f{?‘ on trouve ;

- . . 2

ds* < [Reos@ 5 it p A.smé’:o;;ﬁ:(?‘)

- . 2

* / A cos'é)codiy‘cJ/Q = K S 515!& fd c{gj-/

o r . 2
+ /{2 <in g (H/é/)

: < Z
= A':z (‘/9) / A‘zam"g @:ﬁ)

Bu boriess des coerdonnde;: cnrvilignes, dqf devient
2 2 a U 2
L 3 ! —
s . d PR § SJVI(R)CJV

y
7 i = i
Lone, e dacecession de mesipes de ds™ ep fonction de u,V faiteg
W la surface de 1y aphere donne g valeur de 1g courbure : 1/R,
Un remarque que pour R - a0 ;

da® . m’l-k'2 + q_’t..v‘\/‘z

Ceogul el g forme iy correspond N oup Plan euclidien,



A
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.

Appliquons maintenant la transformation suivante :
% A
W
n e ()

dr - ws(jg-) Ju

1
= [/__ ;&j o

Par conséquent, en termes de r, V, dnﬂ stécrit
de/ z B B
ds® - e + » dv
5 = r [[,- 2

On a alors

i
‘

La forme de do” est maintenant différente ; toutefois cette forme
relive toujours des propridtds glomdétriques d'une surface ayant la courbure
1/R.

tevenon: aux expériences wétrologiques des fourmis. Dans une four-
wilivre, on déeide dtutiliner un eertain aystime de repere u,V ; en mesurant

e cdparabion: enlree deax points, con fourmis: trouvent que @
2 2 L oo 2
‘js'l ch + 7? sm (R /) ¢{V

o banl, dang: e anlre

"

cartnd i, on choici bl un aulre uynt&me de repbrc

pil o v Pann Lo b e
g )
5 J’, 2. 4 &
P I R
/I ' ] 43
B An.~ .
bbb ) Pil 1
P Tananhy e ez Pormeis iap! Gpvalendes ooon peut pascer de
LY e PVant e pe o Leae Poema Lo qui geoede e méme nombre H'axea", el

e B e b conetprenees e propre o Lee ecrome b rgnes d'une curface
g e g ooanb oeeaieloaee O KD,
cxvnpde preecgue Leerial Selairenl oo prande dicouverle de Goign .
fooef el une carliace quoeleongque e cede ceprbngyne:n Prnpriﬁ!ﬁn gﬁumﬁLTquuH

qit peuvent &tre ddeonrerties enpiviguemsul o PTaide des mesures [aites pur

1y U bepee o] Leamiye
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Bien elir, pour effectuer ces mesures, 11 faut établir, sur la

surface, un systéme de repere ; les propridtés géométriques dont il est ques-
. . . ) 2 . 7
tion sont implicites dans 1'expression de ds en fonction des coordonnees,

maiz elles sont indépendantes du systéme de repére choisi : pour une méme

carflace, 11 existe plusieurs formes pour d32, mais on passe de l'une &
I'autre & 1'aide d'une transformation qui garde le méme nombre "d'axes".

On appelle les propriétés géométriques qui peuvent &tre ainsi
¢tablies "les propriétés intrinseéques" : la courbure d'une sphére en est une.

Les propriétés intrinseques d'une surface sont invariantes par

ra rort a une transformation de repere, 4 condition que le nouveau systénme

301t toujours lie & la surface.

Remarquons que les propriétés intrinseéques n'ont pas nécessairement
unc interprétation intuitive : nos fourmis, n'ayant jamais quitté leur monde,
a'ont sucune notion de "courbure de surface" ; de leur point de vue, il in-
tervient duans la relation pour dux (quel que soit le systeme de repére) un
paramcLee 1/ qui Fixe entitrement len propriétés gdométriques de leur monde.

Ainci, on voil prendre naissance déjh dans le travail de Gauss la
colubion aa probleme que 2'ecl posd Kinotein un sitele et demi plus tard ;
v o brouvd que cortaines propridtds pdomdiriques sont indépendantes du
cgstbeme despepere Cquel qutil cait) el Binstein cherchait o formuler les
Pz e Ja phyvigques dbie fgon b Shee invarianbe: par papport i tout aysiine

(2 TR SRR ST ﬁu'li coib odnerticl oo non,
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SNUBHVALLY DL LORGUREUR LA METRIQUE ET C°

LroLa o suite, et aussl pour la compréhencion dec
ouvraese. cpeelalicte, de pdoumer les ddcouvertes de Gauss en se servant do

"Jjargon" noderne.
>}
&

Intervalle de longueur,: la distance infinitésimale ds  entre deux

points sur la surface.

La métrique : la relation entre dsQ et les coordonnées curviligne:
(u,v) établies sur la surface.
Ln gindral

R A L A

Coefficients de la métrique : les coefficients O(Jq 3/. Dans 1'en-

cemble, ces coefficient: nous donnent toutes les propriétés géométriques in-
trinscques d'une surface, c'ést-i-dire, tout ce qu'on peut découvrir par des
mesures of fectudens our la surface seulement.
Lo mirique d'une curface esl invariante par rapport i1 une tranc-
Formabion de repere cur la carlace  —ceuals les coefficients changent, celon
b nysbome de repiree uliliso,
)
i i ' S =
Invercement, ci 1'on ne peut pas passer d'une expression pour do
foune aabee s D adide dtane beansformation sur la surface, les deux exprescions
veltvenl deodeux curfaces intrinstquement. dif'f'érenles.

uelques exemples des mdlriques

14 Mibrique Buelidienne @ en deux dimensionn s
b ! i 2
el da®  axta Jy

e
2 ' ‘.' ‘.‘ rl A , :
() Je L A {If," ) en coordonnoes polajres

cnocoordonndes carlbdésienne:

o e e e Jao coel " e ients de |a n“':]_rijfiue U“uru_:ent selon la

Pt b brsces maas que Jee propridlds intrinseques  =géondtrie
Podvenme plane, pravon e congrboe on sont inddépendante:s,
e e cphicr e s e dens domen g o

o) ..!_‘.” KN ! \K ""-): 2 -.1.1: ~ ('1:’?/_) ' )
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Les 3 formes, comme nous 1'avons déja vu, sont entiérement équi-
valentes et releévent des propriétés géométriques de la surface d'une sphére
de courbure 1/R.

On remarque que la forme métrique 2(c) peut &tre considérée comme
une généralisation de la métrique 1(b) ; les mémes "axes" interviennent,
mais les coefficients de la métrique sont différents. Cet aspect se révele
trés utile pour la suite : en effet, on ne sait pas écrire a priori la
métrique qui correspond au monde actuel. Toutefois, on sait que la métrique
euclidienne est une trés bonne approximation & petite échelle : on peut donc
intuitiverent considérer que la métrique du monde & grande échelle sera une
généralisation de la métrique euclidienne : c'est-a-dire, on ajoutera & 1la
forme euclidienne des coefficients, dbnt les valeurs seront & établir

d'apres des caractéristiques empiriques.

On peut considérer le rapport entre la métrique (1) et (2) d'une
autre [ldgon. Reprenons l'analogie des fourmis, qui vivent cette fois-ci sur
une surface dont la courbure change d'un endroit & un autre ; on suppose que,
d'apros des mesures trds soigndes mais local iudes elles ont déciddé que la
w'trique de leur monde est donnde par la forme euclidienne (1), Unc autre
Lribuy, vivant dans un endroit plus courbd, trouve que ua métrique est donndo
pere (P). Aucune transformation de coordonnde:s Liden o la surtnee ne peut
Leanstformer la forme (1) on () par conséquent, toule loi de la phyaique
Qui conticnt 1'intervalle do Fongmenr d“f eitl coumize fooun changement de oo
qiand on o applique Ta LesnsPormsLion de coordonndos: Eribn (1) w3 fpibu ().
Lews Pompmie divont, que les Tois deo | phystique ne conl pan Lovareian oo i
vapport Socertaime chanpgenonbs de Pepepe !

4 Bodvique sphdrique 5 brois dimension: :

Nows avoncs jncgn ici dbud i des mrigues biedimensionne | log, G
prpaces pouvaicnl ve visualizer ol on penl méme leu desainer, il sulfit de
consbruire un cysléme cartdeien de conrdonnées rectangulaires ot conatruire

La turface par rapporl i ces reperes;
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Y

Lo méthode de Gauss appliquée aux espaces bi-dimensionnels, inté-

reacante intellectuel lement et indispensable pour dec fourmis, ne sert pour

nous que comme commod Lté de esloul ~la trigonométrie sphérique nous permet

Loujours de retrouver |es mémes résultats autrement (quuique parfois dif-
Vinilemeut).
r'i

Considéromw: maintenant 1a métrique

da i 2 i
(o) q’.ﬁa 4 ¥ a/wl + sm c)[afé‘ t smod 4;,;\2-./;

On remarque :

= il s'agit toujour: d'une curface la m“trique ect définje par une

Longueur 4 la puicsance .

- il Y oa

lroic variable: de repere (cuordunnéen)au,Qi ¢. 11

slagit done
d'une surlace S-dimensicnnelle. (e

genre d'animal ne peut pars étre visualisd
(tout au noine, mol, je n'y arrive pan} vde plug, nous ne pouvons pas
"I'encastrer" dans un systime de coordonndes cartésiennes, car toutes les
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3 axes sont déjh utilisés dans la métrique.
Quelles sont les propriétés intrinseques de cette surface ?
Considérons d'abord le cas © = cte. On a donc d& = 0, ce

qui donne :
2 2 ‘
4 w .
a Sl
q/s/ ae 4 [qlw * c/?f j
6k
c'est la métrique (2a) -les propriétés intrinséques sont donc celles de la
surface bi-dimensionnelle d'une sphére de courbure 1/R.
Considérons maintenant le cas ?5 = cte. On g a’¢ = 0, et donc :

“/5‘,';“ Lk 2t [o/wl yosm o 4O 1-/

c'est de nouveau une sphére de courbure 1/R.

Considérons finalement e = cte ; de = 0 et done :

” N .

c/Sl/ /. - ?z.swnl"o ZQ/Q + JIHLQ J¢z_/
w=e/e
Pour & = 7 /2 on a de nouveau la métrique di-dimensionnelle de la surface
d'une sphére de courbure 1/R ; pour toute autre valeur, les propriétés relevent
toujours de la surface d'une sphere, mais de courbure 1/RsincJ g

la métrique (3a) est done celle d'une surface %-dimensionnelle avant
une courbure 1/R. Malgré que nous ne puissions ni visualiser ni dessiner
cette surface, nous pouvons définir sa courbure 1/R ; cette quantité est

dtinie on unités de longueur et san: avoir recours 4 un aycstice de reire

quadri-diren:ionne],

Une: sinalogrie filup:ur'['nil.r-] avec laomdlringue bi-dimentionnelle peut
fider nalbee intuilion conceornant. | cens de w,91¢,fhu' la surface d'une sphére

rdinaire, on peul dessiner . sertes de cercles
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(a) des cercles comme AA' ont toujours le méme rayon quelle que soit
leur orientation -ce sont les grands cercles.

(b) des cercles comme BB', dont le rayon est fonction de leur position
sur la sphére.

Ces deux types de cercles sont suffisants pour identifier un point
sur la surface de la sphére : ces cercles (latitude et longitude) servent
comme "étiquettes" de repérage.

Il en est de méme dans le cas de la surface tri-dimensionnelle
sphérique : il faut trois étiquettes de repérage car il s'agit d'un systeéme
tri-dimensionnel ; & et ? sont des '"grands cercles", tandis que W joue le
réle du cercle BB'.

Nous allons voir 1'importance de cette notion dans la suite.
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RIEMANN ET LES SURFACES MULTI-DIMENSIONNELLES

Les études de Gauss sur la géométrie non-euclidienne portaient

sur des surfaces relativement limitées.

Riemann, au 19e siécle, s'est mis & étudier les propriétés des

métriques les plus générales possibles. Une telle métrique s'éerit comme :
n

1%; jik Jx"- Jxk

i

o s*

-jik sont les coefficients de la métrique.

Les seules contraintes imposées sont de nature mathématique, par
exemple, les "x" ne doivent pas avoir de singularités, doivent &tre différen—
tiables au moins deux fois, etc...

Cette étude a conduit au développement du calcul tensoriely sans
entrer dans les détails algébriques, nous pouvons citer les résultats impor-
tants, qui font intervenir seulement des matrices.

Riemann a trouvé que, pour toute métrique, quel que soit le nombre
de dimensions, les propriétés géométriques intrinséques sont entidrement
déterminées quand on connait deux quantités

- une matrice Rij' ayant n2 composantes, dont n(n+1)/2 seulement sont
inddpendante:. On prél?e cette matrice "le tenseur de courbure".

- un uCaidire Ry, qui a 1'interprétation physique d'une courbure pour
les surfaces étudides par Gauss.

R, et R cont exprimés en termes des coefficients de la métrique}

i

9., - Toutefvis, pour un ensemble de propriétés intrinséques données (une

!
métrique donnée), le réualtat est indépendant du choix particulier du systime

de repéres utilicd pour exprimer la métrique. Ce résultat généralise i
n=dimensions le résultat de Gauss.
Le calenl tensoriel a permis i Riemann de trouver un résultat remar-

quable. Construicons la matrice (tenseur i deux indices)
E.. & R, - Rgq./9
/ ’J ,(j/ /2
. ’ . - / d
A partir des n-coordonnéen, nous pouvons construire le vecteur Lji:’.&x )'”'/))
] i
ce vecteur représente la généralisation i n-dimensions de la divergence habi-
tuelle. le résultat remarquable de Riemann est que
o T P K
‘. & C .
Tiv £, = (2.5, |z, - ko,
bl ;A i A

2

= 0
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quels :que soient la métrique, le systéme de repére, etc...

=]

Ce résultat a permis & Einstein de lier 1la physique & la géométrie H

par la suite on a appelé ;2:3
'~ i) = ﬁf‘j B UA".

le tenseur d'Einstein.




Relgen 28

EINSTEIN, LA METRIQUE ET LA RELATIVITE GENERALE

Récapitulons le probléme qui se sont posés apres la relativité
restreinte.

Le succes de la relativité restreinte a montré gu'il existe une
famille de transformations -la transformation de Lorentz- entre deux systemes
de repére inertiels qui laisse invariantes les lois de la physique.

Toutefois, les lois de la physique, exprimées de fagon tradition-
nelle, changent leur forme dés qu'on fait intervenir des systémes de repere
non-inertiels. Cela va & 1l'encontre de 1'idée qu'un systéme de coordonnées
n'est qu'un'étiquetage" conventionnel et ne devrait donc pas jouer de rdle
dans la physique. De méme, la relativité restreinte n'est pas valable dans
un champ gravitationnel.

Par conséquent, il faut chercher & formuler le probléme en termes
de quantités qui ne dépendent pas du choix des coordonnées.

La formulation Minkowskienne de la relativité restreinte se révele
trés utile pour mener & bien ce projet.

Minkowski a montré que la transformation de Lorentz nous permet
de définir une quantité d52 -

= 2
dg® = cHF - Z’j"’xi
qui est invariante par rapport aux translations et rotations d'un espace
complexes
composé des quatre coordonnédesct,x,y,z ; les rotationsﬂdans cet espace
repriécentent les transformations de Lorentz.

Nous pouvons considérer dsp comme "1'intervalle de la longueur" dans
le vens de Gauss, de cet espace quadri-dimensionnel.

Le du” de Minkowski représente une métrique euclidienne. Or, la
métrique euelidienne n'est pus la seule possible : de plus, seul l'observation
peutl nous indiquer la métrique propre 4 notre monde. Nous avons déja vu, dan:
le contexte des fourmis,que i la métrique d'une surface n'est pas euclidienne
maie i 1'on se borne & la considérer comme telle, les résultats des mesures
rreunent un aspect incomprélensible -par exemple, ils ne sont pas nécéssairemen
invariants par rapport 4 certains changements de coordonndes.

La metrique quadri-dimensionnelle la plus générale est donnée par :

&~

2 37 g dx dx
ds % 3, 2% X



Relgen 29

Pour

I = X. > cf

2 /
/7234 X, > X, )z
Comme nous 1'avons vu, les valeurs de 9 pour une métrique donnée, sont fonrxion
du choix des coordonnées i seules les propridtés intrinséques (par exemple,
la courbure) restent invariantes, et elles deviennent donc les éléments fon-
damentaux utilisés pour exprimer les lois de 1la physique.

Comment identifier les coefficients de 1la métrique pour une situa-

tion expérimentale donnde ?
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HYPOTHESES DE LA RELATIVITE GENERALE

Deux circonstances nous permettent de lier les propriétés physiques

du monde aux propriétés géométriques d'une métrique.

D'une part, les lois de la physique peuvent toujours &tre formuldes
sous forme d'une loi de conservation ou de continuité. Considérons, & titre
d'exemple, la mécanique des fluides. Un élément d'un fluide est caractérisé
par :

- la densité d'énergie u

-~ le flux d'énergie S
Dans 1'absence d'une source ou d'un puits d'énergie, 1'écoulement vérifie
la loi de continuité

4 4, v.S =0

—_—

2 F -
Or, formellement, nous pouvons définir un vecteur :

(?%f’f?x' 92:,’-39“1) = (i;?r’ V)

et une matrice :

W :
L = 7
50

La loi de continuité peut alors &tre exprimée sous la forme matricielle 3
wu
J V) s
(Jr’ sy = 0
3,
ou : .
ol Div est une "divergence" quadri-dimensionnelle.

Plus généralement, on peut pour toute configuration physique

wnitruire une matrice Tij composée de la fagon suivante :

- PR - - e

'
it T ! i
dens/fe’ JC'mr-gie : Densife” du meomen/—
e e

- - - - P

7:;/' - j[. ;) 4 ‘,1:‘1"“/‘5/" ! / |,.u. Au moweat—

Cette matrice sera composée de 4 x 4 composantes, réparties de la fagon

suivante :
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(3 composantes d'espace + 1 composante de temps )

X (3composantes d'espace + 1 composante de temps).

Dans le cas le plus général les éléments auront des contributions
dues aux champs, courants éléctro-magnétiques, champs gravitationnels, mou-
vements de matiére, etec...

Construite de cette maniére, la matrice doit vérifier la loi de

continuité :

Div [ T,J] =0

2
Div = [2!‘) \%

On appelle [Tij] "le tenseur de énergie-impulsion" ; chaque cas
physique aura son propre tenseur.

D'autre part, comme nous l'avons vu, Riemann a trouvé que, pour
toute métrique, on peut en principe construire & 1'aide des coefficients
de la métrique un tenseur, le tenseur d'Einstein Eij' dont la divergence
généralisée est toujours nulle, quelle que soit la métrique ou le systéme
de coordonnées utilisé pour 1l'exprimer :

m;v[E,-J-] =0

Plus généralement, on trouve que toutes les propriétés du tenseur

d'érergie-impulsion sont identiques 4 celles du tenseur d'Einstein ; on

Zuppose alors que 1'on peut identifier 1'un avec 1'autre :
I, =%> T, .
L) 1]

Comme: Hjj cst exprind en termes de'jlf » tandis que Tij est imposé par 1la
. I

physique du probléme, nous pourrons en principe calculer les valeurs de

-9hi » ¢b done trouver la métrique propre du cas physique choisi (champs
frravitationnels, é]ectromagnétiqueu, mouvements, etc...)

La deuxitme hypothise concerne la cinématique. Dans 1la physique
newtonienne, le chemin d'une particule libre isolée est une droite. Cette
recette n'est plus utilisable dans le contexte de 1la relativité générale :
la loi d'inertie de Newton n's ras de bonnes propriétds en ce qui concerne
les transformations arbitraires de coordonnées. Einstein a donc généralisé

la loi d'inertie : le cliemin parcouru par une particule dans 1'espace
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quadri-dimensionnel est celui qui donne une valeur stationnaire de 1l'inter-

valle de longueur dsg.
Cette formulation rappelle le principe de Fermat.
Considérons 3 cas précis :
1) Espace euclidien : 2
Jst = 2 dx;
La valeur stationnaire de ds2 est donnée par des droites.
2) Surface sphérique bi-dimensionnelle de rayon R :
cﬂsz = K’x £;UJ; Fsmow dv 2]
La valeur stationnaire est donnée par des grands cercles.

%) Métrique de Minkowski
os’ < oefart o de
. 2
on s J{z‘ - ‘%r d%;
Pour des rayons lumineux
d52 = 0
et on montre que cette valeur est stationnaire. Par conséquent, la propagaiion
de lumiére est définie par :
JOT - A
50it une propagation rectiligne.
Donc la loi d'inertie d'Einstein, adaptée aux exigences du principe

de la relativité générale, donne les résultats habituels pour les cas

habituels.
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RESUME DE LA "RECETTE D'EINSTEIN POUR TROUVER LA METRIQUE QUI CORRESPOND
A UNE SITUATION PHYSIQUE DONNEE.

1) Généraliser la métrique e Minkowski :
c/.Sz = Cla’/"l*" ’-—c})(’.z
En général, il est commode d'exprimer cette métrique & 1'aide des
coordonnées propres a la symétrie géométrique du probléme. Par exemple, si
1'on considére un probleme ayant une symétrie sphérique spatiale (comme on
le fera toujours dans 1la suite), on utilise les coordonnées polaires eucli-

diennes

R N AR Iy Ry

=

2) "Généraliser" la métrique euclidienne en ajoutant des coefficients
dont la valeur sera calculée par la suite, par exemple pour le cas de sy-
métrie sphérique :

j_sz q, o c"qI/-'l _.ﬁ.-/-l = 7"25/?2 ~ T sm*d a/¢2

Les coefficients seront, dans le cas le plus général, fonctions de
toutes les variables ; toutefois, dans le cas d'une symétrie sphérique, ils
ne peuvent étre fonction que de t et de r. De plus, pour ce cas, on remarque
que r ne joue pas le méme rdle que & et¢ : en effet, la distance a un sens
particulier, étant définie, par exemple, par rapport & une masse particuliére,
tandis que la définition de & et qbest complétement arbitraire.

Par conséquent, dans ce cas isotrope, il n'y a pas lieu d'introduire
des coefficients devant les termes r<daf° of + 5'"14"}4¢2

I1 est souvent commode d'introduire les coefficients de fagon &
ce que la métrique se réduise & celle de Minkowski quand les valeurs des

inconnus sont zéro. Par conséquent, on écrit souvent :

3 €
(o4 m

g - e

5.3 et/M étant les variables 4 déterminer.
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3) A vartir de la forme choisie pour la métrique, on peut établir
le tenseur d'Einstein :
— 7
KI.J’ = K‘U S 7( j:'J. /L
Dans le cas particulier ci-dessus, ce tenseur sera exprimé en fonction de
o f; ou en fonction de Q.,/u selon l'expression utilisée.
4) Construire le tenseur énergie-impulsion Tij pour la distribution
des masses, chaups etc... en question.
5) T = Rij Ry /2
On peut alors exprimer les coefficients inconnus en fonction des parametres
phvsiques du probléme.
6) Les chemins suivis par des particules seront donnés par une
vaieur stationnaire de dsz. En particulier, les rayons lumuneux vérifient

d52 = 0,

EXEMPLE 1 : MASSE M SITUEE A r = O -METRIQUE DE SCHWARZSCHILD

Ce cas posséde une symétrie sphérique évidente ; il convient
alors d'utiliser la métrique :
of st = LA Bt O s gt
Par ailleurs, si l'on suppose que ni la masse ni sa position ne changent en
fonction du tempg'd,etﬂ seront indépendants de t.
Pour 1'espace & 1'extérieur de la masse, tous les éléments du

tenseur manse-dnergie disparaissent (i1 n'y a pas d'écoulements, a8 wals

'l‘ = f O l
.o
l‘r',l r (_5(_)““[’”1“‘)“14 .

R,,~ Ra, /2 = O

v

liil el ng gonl exprimés en fonction de a[eatf? ; une analyse tensorielle

nontre que @

Donc

b
[+ %

/L)

o
¢
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ol : b est une constante d'intégration, qu'il va falloir identifier par la
suite.
Donc, la métrique propre & l'espace qui entoure une masse situde

ar = 0 est : %
dr 2 a a
s’ = c (H' )"U' 75 - dé _ 4 5,,4:6;‘/951

On 1'appelle "la métrique de Schwarzschild",

Remarquons qu'il n'existe aucune transformation qui permet de
passer de la métrique de Schwarzschild (pour b # 0) & la métrique de
Minkowski :

N P A » sin' @ J¢z

11 s'ensuit que les propriétés géométriques intrinséques de 1'espace qui

entoure une masse ne correspondent pas & la géométrie euclidienne (sauf

pour le cas b = 0),

Quel est le parcours d'une particule libre dans le voisinage de

la masse M ¥

Lz Wersion généralisée" de la loi d'inertie identifie le chemin
d'une particule avec la courbe qui donne une valeur stationnaire de dsd. On
montre que l'équation qui vérifie cette condition est, en coordonnées

polaires "
) (Z) . 2 52N ok

Pour interpréier Ia cignification de cette équation, il est

commode de la couparer avee I'équatlion du mouvement calculée d'aprés la ioi
de prnvitolion de lewbon el o Cyuntion: de wouvencnt traditionnelles
CEprImCe cn coamlonnces polag ren ja Lo dec aores de Képler est donnée par
e
solv y 2 . /\" / d¢ 2z . 26 M /_
7, \ i — = = < /e,
Dowveons pap o
V4 a/r‘ & ) _2 6: M
= ) - 57 L s
I‘\ 8 LJ!‘ y 1!/ 'a -~
itinvarian corenlone caleuler on coordonndes qui ve déplacent avec la
Le Do it "amomabiles avee la planete" -dans le Jargon de la relativii.

wiors i cdt, ce qui donne le:x loic de Képler exprimées avec la

b

/
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notation de la relativité :
gy xi¢)” e
JS) + 7 (CJ’.S &e5r .
On remarque immédiatement que, si 1'on néglige le terme en
dans l'expression relativiste, les deux résultats ont la méme forme : donc
dans une premiere approximation, la relativité générale restitue les résultats
précédents (heureusement ). Ce procédé nous permet aussi d'identifier "b"

avec des quantités 'habituelles" ;

la modification introduite par la relativité généraji’sur les
2
mouvements orbitaux est dans la présence du terme en ’)"2(;‘;‘ ) .
Avec ce terme, une orbite elliptique ne se renferme plus : plus

précisément, 1l'axe majeur de 1l'orbite tourne avec le temps.

re

O'V‘L;-re R T (4

-t”f.,.h' Lue evbile , avac

ble4 “l'aVa.nr-z Ju «rrhelye "
ko/:]t ~I'twmne f

On appelle ce phénom&ne "1'avance du périhélie". Un calcul dé-
taillé montre que cette avance est petite ; néanmoins, elle fournit un des
tests expérimentaux de la relativité générale.

En effet, 1'orbite de Mercure a une ellipticité relativement
élevée et il a déja été remarqué au 19e sidcle qu'il y a une avance du
périhélie d'environ 575" par sidcle. Dans 1'optique pré-relativiste du 19e
siecle, on essayait d'interpréter cette avance a 1'aide de

- perturbations sur Mercure de toutes les planétes connues (une orbite
étant parfaitement képlérienne seulement dans le cas d'un probléme

5 deux corps). Des calculs détaillés ont montré que cette contribution
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‘t 1'avance ne dépasse pas environ 534" par siecle -avec donc un
"résidu" inexpliqué de 41" i 2.1" par siécle ;

- la présence & 1'intérieur de 1'orbite de Mercure d'une plantte
-provisoirement appelée Vulcan- Jjusqu'alors inconnue. Cette planete
n'a jamais été observée ;

- une modification empirique dans la loi de gravitation de Newton :
en effet : si on remplace la loi :

Foox 1/l
Par une loi ayant la forme :

F « '/'r“d
oll o¢ est une petite constante, on peut effectivement produire des
orbites elliptiques telles que les périhélies précessent : les
orbites parfaitement fermées sont une consequence de la forme qua-

e /oo 1o/ fav;ﬁfl--n

dratique de la loi de gravitation. Or, les mesures dlrec esan'ont pas
une précision suffisante pour qu'on puisse éliminer cette hypothdse.

La relativité générale permet d'interpréter 1l'avance du périhélie
de Mercure de fagon satisfaisante, sans introduction d'hypothéses ad hoc.
Elle permet aussi le calcul de la grandeur du phénoméne ; dans la théorie
d'Einstein, on prévoit une avance d4'environ 43" par siécle.

Remarquons ici que la grandeur du phénoméne dépend de la forme ini-
tiale cupposée pour la métrique. Depuis Einstein, on a essayé de construire
des métriques de forme légbrement différente -et notamment dont les
propri¢tés de symétrie ne sont pas les mémes. Ces autres "réalisations" de
la relativité générale prévoient aussi une avance du périhélie de Mercure
~malheureusement, la valeur ent trop petite par rapport aux mesures. Comme
"a priori" on ne sait pas quelle réalisation est la bonne, il y a eu récemment
WD regain d'intérét dans les calculs de 1'avance 4 1'aide des méthodes

"clagwiques", Bn particulier, Dicke a remarqué que dans tout calcul orbital
de Mercure, on a toujours supposé que la distribution de masse dans le
soleil est parfaitement sphérique, ce qui nous a permis de remplacer le
bSoleil par une masse ponctuelle,

Or, 2i le Soleil n'était pas parfaitement rond, on n'aurait plus
le droit d'introduire cette simplification ; les calculs détaillés montrent

qu'une orbite elliptique autour d'une masse aplatie n'est pas fermée : il y

a4 dans ce cas une avance du périhélie, dont la valeur est fonction de 1'apla-

Licrement supposd du Soleil.
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Un aplatissement extr@mement petit serait suffisant pour s'accorder
avec les observations de Mercure.
Or, il est extrémement difficile de mesurer la forme du Soleil

- le disque n'est pas éclairé uniformément ;

- le bord n'est pas bien déterminé ;

- la turbulence atmosphérique engendre des fluctuations aléatoires de
la position du bord qui sont bien plus grandes que la grandeur prévue
du phénomeéne.

De ce fait, depuis quelques années, des expériences de plus en
plus sophistiquées ont essayé de déterminer la forme du Soleil. On croit
maintenant &tre &4 la précision expérimentale nécessaire... et le Soleil se

révele &tre rond.

QUEL EST LE PARCOURS D'UN RAYON LUMINEUX DANS LE VOISINAGE DE LA MASSE M ?

Les calculs précédents nous permettent d'exprimer la métrique

de Schwarzschild en fonction des quantités mesurables "classiquement" :

| 26 M 2 d’.{-"
c{sz = Cz(l"' = d,_ L
e ) ] — IGM/CI*

= W dg* -r",,;n‘gs 496"'

Comme nous 1'avons déja indiqué, le parcours d'un rayon lumineux

el délermind par la condilion :
2 i
dis = 0
It Gqualion du mouvement d'un rayon lumineux est donc donnée par :
- 2
2eM 2 X A 2 2 1 ']
S Wl oy — 7+ dB 4 p sinpdpt
&
- &
cr |- 2EM/a .

- 0

i cuncctate aicément que cette équation n'est pas celle d'une droite,
aonf dans la limite v -—o- a0,

Autrement dit : un rayon lumineux poursuit une chemin courbe dans le
voicsinage d'une masse ; on montre que la déviation par rapport & une droite

et vers la manse.
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La confirmation expérimentale & ce phénoméne constitue aussi un
test expérimental important de la relativité générale. L'effet est petit
-d'environ 2" pour un rayon qui "rase" le bord du Soleil- mais depuis 1918
il a été vérifié plusieurs fois par 5 méthodes indépendantes.

- Au cours d'une éclipse de Soleil totale, on photographie le champ
stellaire au voisinage immédiat du Soleil et on le compare & la
photographie du méme champ en 1'absence du Soleil ; le déplacement
relatif des étoiles dans le champ donne la déviation des rayons lu-
mineux ;

- 1'interférométrie radioastronomique permet aujourd'hui de préciser la
position dans le ciel d'une radiosource avec une précision inférieure
a 10“3 sec. La détermination de la position apparente de certaines

radiosources quand le Soleil se trouve trés prés et dans l'absence de
soleil a fourni un test particuliérement précis ;

- la mesure de la position apparente des sondes interplanétaires quand
elles passent derriére le Soleil, en considérant la sonde comme une
source radio, peut &tre comparéde avec une détermination basée sur les

calculs du trajet : les résultats, bien que moins précis, sont en

accord avec la relativité générale.

CAS PARTICULIER DU PARCOURS LUMINEUX -LE "TRQU NOIR"

Le parcour: l.imineux dans le voisinage d'une masse M étant donné
par :
26&M 2 ahp

2 T 2 L 8 2 P 2
-T—-_cc”- + - 7T JF +"1"_g,‘h¢495
S 2&M/a

i ,/; r
= 0
on voil que la quantitd
Joue un rdle erilique; en particulier quand
M__ = O
| - 2
c

Hequabion duomouvenent d'un rayon lumineux devient tout wimplement

]

dr = 0
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r = c¢he,
Dinee ces conditions, un rayon lumineux poursuit un trajet "fermé", de rayon
> = 2CM/C"
Pour qu'une masse M puisse "dévier" un rayon lumineux 4 ce point,
son rayon R doit &tre inférieur & » :
R < » = ECM/C.‘
Sinon, ce calcul ne s'applique pas, car nous avons partout supposé que nous

nous trouvons a4 1'extérieur de H.

On appelle la quantité

26 M/cz = V4

"le rayon de Schwarzschild".

c

Un corps dont le rayon est inférieur &4 son rayon de Schwarzschild
ne peut pas émettre du rayonnement (ni des particules massives, dont
les vitesses seront obligatoirement inférieures & c) ; de plus, des photons
"lancés" vers un tel objet restent "piégés".

On appelle cet objet hypothétigue un trou noir ; bien que rien

n'empéche son existence, on n'a pas pu en trouver un exemple certain.

DECALAGE SPRCTRAL GRAVITATIONNEL
ast

Une nnde’ﬁmine dans le voicinage d'une masse M ; considérons la pro-

pagation d'une créte de celle onde, 1'émission ayant les coordonnées (rgﬂ,gﬂf)

i créte enl recue par un obuervateur ayant len coordonnées

(T°) 01 ¢; t-)

Le Lrajel dtant cupposé radial,

df = dp =0

, 2
Comne: e parcours: d'un rayon Jumineux est doune par de = 0,
IV Cquation demouvencnl de 1o créle s'éerit
M *
2 AGLT N dr
G (’I_“ ctr - ki

g = 2"’%&2’1*

ol v 2aM
oo (1= )
dF =" P
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Cette dquation peut étre intégrée le long du parcours :

- "Y /-
[ A7 & - "
/ 2
J, e - r

Considérons maintenant la créte Suivante, émise % t + § ¢ et regue 3

to + Sto ; on Suppose que les autres coordonnées ne changent pas,

Par conséquent, 1'équation de mouvenent de cette créte <] ecrlt tout comme

avant : *, [ O ¥ o
o r
C l cul.fn
7 F+8F
Le second terme de cette exprescion peut &tre décomposé de la fagon suivante :
£ et a 5} fo+ 8K
odF == dr  + dr + dt
fr5F o+ S r to
Or, d'apres le Mmouvement de la premidre créte :
% 7
dr
dF = prpe
c ([-— 2..___
¢ »r Lt
Done 1'équation de mouvement de la deuxidme créte se réduit a
K+ S F
O = ot + of
F+ &/ I

(j ! nl\i

St §
Mo rdéllexe naturel serait d'identifier St, Sto avec des inter-
valle: de temp: enregictrés par de:: horloges placdes aux endroits en question,

B relativiteé générale, il raut se méfier des réflexes naturels ; il est

indizpencable de contrdler sen dauppodition: par deg arguments physique:s,

oncidérons done deux événement.: épards de coordonnée::

SF Ao, St = Sd . §$6 o

Comme Ly e ot spatiale el 200, le tempo d'horlﬂge, 8 L'”,
L B Y Phontervaile o Fongmenr g SCpare nen deux Svénement:s (divii

e ), e, Al apge 1y metrigue do schwarsachld pogr Sv s Sﬁ-" 36 =0 -

. ¢ Z./ _2emM ]71 JF

ct o
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ot S F . SS/C

H
¢ ]
26M
- - e ] st

On remarque immédiatement un résultat trés important -le passage

.

de temps, mesuré par une horloge, n'est pas en général égal & St : ce

dernier joue le rdle d'une "étiquette" de repérage mais il n'est pas directement
accessible aux mesures faites avec une horloge. De plus, le passage de temps
est fonction de la distance entre l'horloge et la masse (dans ce cas de la
mé trique de Schwarzschild).

Le centre du cystéme de repere est le centre de la masse M.

Par conséquent, comme &t Treprésente la différence des coordonnées
temporelles entre deux crétes de 1'onde émise & la surface de la source, la

période de l'onde (quantité mesurée par une horloge) & 1'émission est donnée

par T H D
Z 2&M ’Qgr
T = pee c R
De mére, la période de 1'onde i l'observateur est donnée par T‘O :
| 2EM ] ey
Tn . l o C"f‘o e
o s r = diclance de 1'oboervateur.
(8]
Pour 'fo - o e
7 o St
hone
. . -7/2
. ’ _ QPCM S tb
i L c*R St
Gpy potr oo brigue de Oebwarzcenild, nous oavons Vi que
S - Sk
PV o
L !
P { ’ QgM J Ve
T L ('“R

'.J'|’H' f 1:14"1‘]".1"','{; [N A BB '-'l!!‘f i ’1""-’1!‘
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ft
—
+

d'olt :
~Va
A - _ 2&eM -
A [i 2 /

A

Done, une raie spectrale émise & la surface d'un corps suffisamment

compact sera décalde vers les grandes ondes, le décalage étant fonction de
M/R,

Ces résultats ont été pleinement vérifids ; en voici deux
exemples,

1) Pour le Solei |

R = 7 % 16 cn

M &= 2 x 167 4
O
B prenant A = L 000 A, i Lrouve
L]
- 2
A = 10 A
Ce ddcalage a LG mennrd,
2) Pour 1n Terre, [‘elTel el beaucoup plu: petit et pour le détector
f,zprir'i:r;r_-uI.nlr_;r::r,-nI, e raden Gpectlrnle:n optiques tonl de |oin trop larges,
Taubelei, uh ol e b ool p ~1'ellTet M6ssbauer-- produil de:: Tales

S T pucainsd o vihiriCier on dicalage specleal au laboraboirve.,

fvanl de quilber ool crenple, remarquon:: qubil ol poncsible de

rebroiver, qun i Lok {veme vl e el et encenlbicl o 1 Yaide d'un

" " i
\

Podsonnmen iy Lo (e Pevieiie ) o Iy cffel, noug pouvonsfebngidirer 1 onde
Slecteomagend g comme Pl de phioLong s [ onergrio dvan photon Stant by

PEoeal Fome lemcn ) nooge oo nyoe e photon wne Mmoo donnde par la relativil:

rosbre e
/. R
. A 3D /f' <
M

"
loetle wacoe nlect pas 1o wnce du photon dout il &tait question dans certaine

cotmologies pdeenten ),
Par 1o swite, il surrit de concidérer la propagalion des particn] .
dan: vn el gravitablonnel ordinaire. Parp exemple, dec partiernles 4mi e -

it la surface dVan corp: perdent de 1'énergie qui se traduit A e oo
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des photons par une baisse de la fréquence.

et le décalage spectral, 4 1'aide de cette méthode.

QUESTION : Trouver, & un facteur numérique prés, le rayon de Schwarzschild

Exemple 2 : distribution continue, isotrope, homogene et statique de matiere
avec densité i

2

Densité d'énergie = pc

d'ou : . ) ZFC; & ]

donc
R g . < 5
?,‘J'— 7 [(’o ]

Dans ce cas, on montre que les coefficients de la métrique:
2 2 x 2 2 2
c’.sz = o‘fCLOH' __.[3.{- ey & J& - "\“‘L 0\,¢
prennent la forme suivante :

ol =—j _¢1 ~)

F = C'l - ’Getj
R™ = /kwp

Done, la wétrique d'une telle dictribution de matiére est donnéde par :

ot it 2 ~ - £
CJSQ - CiJrzwI/T?%2+¢da += o sn 9“’? J

Pour idenlifier 1 proprictds géoméiriques de cette métrique, faisons la

Lrancformation cuivante

+ « R s/

On Lrouves plop:

4{2 - .ig‘[Juﬁ *Sanu(dﬁzi-sﬁhédﬁ‘)J " c‘dVZ

cboon peconnafl Lo wdbrigue d'uve surface 5-dimensionnelle sphérique de

courbure __U_/lt_

Albention o Ja définition de dictance, La coordonnde "r" est une "étiquette"
T i 7 ’ "ne s " : A .
de repérage radial o oquel est con rapport avec une "distance mesuree, par

ciemple, O laide e et



Relgen 45

Considérons deux événements définis par les coordonnées (",,9, ¢, &)

et (-t‘,_, 9,‘35) t ). On a alors entre ces deux événements 46 = d¢= dt = 0,

et l'intervalle de longueur donne la distance mesurée :

k3 . ?
JS 2 = - J‘Y'/(I__ -r'"/z-,_) = _— ( B)quum)
On remarque que, selon la signature (+ - - —), le signe d'une distance est

opposé au signe de la partie spatiale de 1'intervalle de longueur.

Nous voyons donc que

o/
s /La.v\c-t.

(1- *7/22)"* o

]

En particulier, la distance entre (0,8, ¢_, t) et (‘f} 9, d) t) n'est pas
égale 4 r.

On voit maintenant 1'intérét de 1la transformation :

+ = Rsinw

On a
oA~ 2 Kcos w ol e
d'ou J.,n
..()Is/;\_'v\u = F;:’WL Pa-vvr‘ o J}i-a‘/‘ =
R cos w odw

(/"Srn"“));:‘

R o w

Ory o onons nvenes dCGh v lore de I divcwntion den propeid i ¢

PO
o
I‘J'.'IA['I'I‘I".. f]f! Ir‘l

surtface Lei=dinensionnel le sphérique (p.'-q,:(: ;‘4), que e

Pavimebee @Y dSFinit an carele cur 1o srface de Lo sphore ;5 par consdquent.,

Padicdbanee enbre deug dvénemenls entre lesquels d@ - d @B = dli 0,
Presre e nderpedbation géond Lrique cimple  -c'eat la longneur d'un arce

e corele gqui relie les deux événemenls:.

|

[ < :

2 ' \-12.“)
' N
1) X Y
| AN
! 4
e
WY,
[ = )

A
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Remarquons toutefols que cette interprétation est limitée au cas
4 = d¢ = 4t = 0. Pour tout autre cas (en particulier, si dt ;é 0)
on ne peut donner acune définition unique de distance : le résultat est
fonction de la méthode utilisée pour effectuer les mesures et aucune méthode
ne peut &tre considérée comme la plus 'wraie" =-en effet, c'est la notion méme
d'une "distance" invariante qui est remise encause.

En ce qui concerne n1tétiquette” t, considérons deux événements

(6, hht) ek (8 08 EE §F).

On a donc $r = £8 = S¢ = 0, et 1'intervalle de longueur § = indique
alors un intervalle de temps d'horloge : i
$s § -t $ F* = <" & ’-k.rr/.oe
Par conséquent, dans le cas de cette métrique, 1'étiquette de revérage
indique aussi le passage de temps d'horloge (ce qui n'était pas le cas

pour la métrique de ochwarzschild).

COMMENT EST LA PROPAGATION D'UN RAYON LUMINEUX 7

Considérons 1'émission d'une créte i (1", 8, d, t). Cette créte est

regue par un observateur i (086, ¢, {7.).

Comme entre la source ¢t 1'observateur i@ = d¢= 0, la pro-
pagalion enl, en quelque norte, "radiale".
e onrcours: d'un rayon lumineux est défini par @
2
di” = 0

ceoqui donne IV Equinkion du mouvement

.?_'.T _ [1- g ]

dr fro
/o»/,,)/ ”

Paee g e erfhle eoh Sadoe o Lot Sl. el e crlooregue i

drtou

I oAk
Gy oo o 2 ,_.'_5’-
tf{‘
TR : ot
/ (’ - /Kl,)y"
F+ 84
cooqud nons donne Fponr La W Lhode, voir la métrique de Schwnrz::rthi'ld)

})[ * (Sf—u
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Or, t représente cette fois-ci le bassage de temps d'horloge ;
bar conséquent (et contrairement au cas de 1lg métrique de Schwarzschild),
la période de l'onde émise 3 1g Source est égale & 1g période quang elle
arrive 3 1'observateyr,

Remarquons un dernier aspect de cette métrique, En fin de compte,
elle est caractérisée par une courbure 1/R = 417(9; @ étant doﬁstant, la
courbure 1'test aussi. Cette métrique est donce statique. En effet, dés le
départ, on a Supposé que les coefficients de 14 métrique, of et é étaient
indépendants de Gﬂfet de t.

Exemple 3 3 distribution continue, isotrope, homogene et non stationnaire
de matidre, avec densité f’.
Une forme plus générale de 1g métrique, en tenant compte d'une
Variation éventuelle avec le temps, s'éerit F . . L . .
gl & g oB 4/-3_(3,(.,-1 - % (dE Ly, ﬂdﬂ)
Maintenant .« ; ﬂ , ¥ peuvent étre fonctions de retde t; de nouveau, le
caraciire arbitraire des coordonnéeg 9fﬂ:f5asnure que les coefficients de
l mélrique n'ep sont pas onctions,
L'identificutiun des coefficients de la métrique ge fait essen-

biellement, comme daus le ca précédent et, on trouve :

oA -

/
¢ - A - Q(t)/(,+f‘/42;)2

2o g R redlivan ), cientiol lement qe:: cons:tante:: ¢ intéeration,
[}

Mupmerlqun Propee G e, €:pace non stationnaire ooy done
(t)
LS ) Q a * T . oa kN
L. L= U
Js ¥« oTWf v df - g, 6o g
o3 -f“/ .
(1 "VhR,

Pl e Vurmr,uxpr;mﬁe e termen de.. coordonnde;: initiales, n'e:t P
bopze = Commode s Gy cardant, o Ieppit que {onle Lranﬁfonuation (dann la
surlaen) ool Permiie capo |y ML Lgue e independante qu systeme de reptre
b qulen Lout g [ei coordonndes qe repere n'ont Pas nécessairement une

interprity oy phycigue simple et done op n'a aucun intérat 4 s'acerocher

a un enttemb e purljculier, nous procédon: aux transformationﬂ suivantey
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1) u = r/R -~ une variable non-dimensionnelle

On trouve alors i
L% 2 K(t)
ds == C d F - (I+ “7#)1

9 we wRE)

On trouve alors :
a4
q/_sz - ""'R-(é‘) [ /—\/

3) gind = V

i
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On trouve alors @
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Cer trois formes, en apparence tros différentes, relévent des

mémes propriétés géométriques -les trois métriques représentent donc la

méme physique. On utilise la forme qui convient,

On appelle cette métrique la métrique de Robertson-Walker.

}&WHnﬂHM;IWHNW(HTPES D LA METRIQUE DE ROBERTSON-WALKER

1) Dane I beoisiime Corwe de o pétrique, on reconnafl imnédintement que
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Pour des cas plus généraux (at # 0), aucune définition unique n'est

possible -il faut définir la méthode.

%) 11 n'y a pas de coefficient qui multiplie czdte i par conséquent, comme

on a vu pour le cag analogue précédent, 1a coordonnée de repérage "t"

peut &tre associde directement ay passage de temps d'horloge.

4) R(t) Joue le rdle d'un "tayon de courbure", Cette quantité a les dimensions
de longueur et sa détermination est possible en principe & 1'aide de

mesures effectudes sur la surface tri—dimensionnelle.

MOUVEMENT DES RAYONS LUMINEUX

On suppose émise 4 (W, 9, ¢,i’) la créte d'une onde,
On suppose cette créte Tégue par un observateur situd & (o, 9, ﬂ') f‘.)_
Comme d & = dP = 0, le trajet est "radial",

Le parcours est défini comme toujours par :

d'oll 1'équation de mouvement
2 2
- R(E)T 147 + ¢t dF . .
Done y

i 2 ® dF
w r

Ine deuxiime créte et émie 5 ( w, 8, ¢" E+ 8¢ ) ; elle est regue a
(0,6, ¢ ¢, 464 )

L0n f':qim.Liun de mouvenen |, el done s
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SO o donne

s¢ st

() R(CE,)
Ury b et asonceid avec le pascage (e temps d'horloge ; par
Concaquent
St . N+ by } R (L)

St A\ R (t)
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Si R(to) > R(t), la longueur atonde regue est supérieure a la
valeur émise i Ol observe donc un décalage =pectiral vers les grandes o.ndes®
Plus généralement on montre que, dans une métrique de Robertson-Walker

toute longueur mesurée -f eat proportionnelle au rayon de courbure R(t) H

£(t) R

Dans ce sens, R joue 1le rble d'un facteur d'échelle.

Nous allons VO1T 1'importance de ces notions dans les applications

cosmologiques.






