
résonances dans les disques

















difficultés: problème à N-corps où N >> 1 ! à

phénomènes collectifs complexes (pression, auto-gravité,
collisions, viscosité)

simplifications:

si perturbations assez faibles, on peut rester dans un cadre
linéaire 

approche:

on oublie le comportement individuel des particules ®
description fluide (hydrodynamique)



une fois la linéarisation faite, étudier d'abord la partie libre, 
puis la partie forcée. Plus précisément:

(1) étudier d'abord les modes propres du disque, i.e. son comportement
sous l'effet du corps central, de sa propre gravité ("auto-gravitant"),
et d'effets hydrodynamiques locaux (pression, viscosité)

(2) étudier ensuite la réponse forcée par un perturbateur extérieur 
(e.g. un satellite), en particulier près d'une résonance avec ce satellite

idées générales sur la dynamique des disques



donc:

[équation linéaire décrivant la solution libre]  = 

[les termes de forçage dus à un perturbateur extérieur]

équations fondamentales de la physique:

- p.f.d.
- conservation de la masse
- équation d'état (e.g. gaz parfait)
- équation de champ (e.g. Poisson)



un disque dissipatif orbitant autour d’un corps
central massif conserve son moment cinétique et

diminue son énergie à il s’aplatit

moment cinétique:

module du moment cinétique:

E minimale à H constant à vθ = 0 et vz = 0 à disque plat et circulaire

énergie:



un disque dissipatif orbitant autour d’un corps
central massif conserve son moment cinétique et

diminue son énergie à il s’aplatit

question:

un disque devient-il infiniment mince?

réponse:

non, l’autogravité et la viscosité maintiennent une
épaisseur faible mais non nulle. Par exemple, les anneaux
de Saturne ont une épaisseur de ~ qqs mètres, pour une taille
de ~ 100000 km.

L’autogravité et la viscosité expliquent également la présence
d’ondes résonantes, excitées par des satellites.
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description eulérienne: on considère les quantités physiques
en un point fixe (r,q):
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r 
U (r,θ)
ρ(r,θ) ou Σ(r,θ)
P(r,θ)
...

vitesse en (r,q)

masse volumique ou mieux, surfacique en (r,q)
pression en (r,q)

NB. coordonnées polaires plus appropriées
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r 
U 0(r)
Σ0 =  cste
P0 =  cste
...

(NB. description eulérienne ¹ lagrangienne: les quantités physiques
sont alors décrites en suivant l'élément de fluide en déplacement)

on considère d'abord un disque infiniment mince non perturbé 
le plus simple possible:

vitesse képlérienne

puis le disque perturbé:
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U 0(r,θ) =
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U 0(r) +

r u (r,θ)
Σ =  Σ0 +σ(r,θ)
P =  P0 + p(r,θ)
...   
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U 0
σ << Σ0

p <<  P0

...

avec:

(le plus simple pour l’instant…)



équation du mouvement:
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où:
est la dérivé totale la vitesse (i.e. en suivant le 
mouvement, c.a.d. lagrangienne)

  

€ 

D
r 

U 
Dt

=

r 
U (r r + δ

r 
r ,t + δt) − r 

u (r r ,t)
δt

=

∂
r 

U 
∂x

⋅ ˙ x + ∂
r 

U 
∂y

⋅ ˙ y + ∂
r 

U 
∂t

=
∂

r 
U 
∂r

⋅ ˙ r + ∂
r 

U 
∂θ

⋅ ˙ θ +
∂

r 
U 
∂t

  

€ 

D
r 

U 
Dt

= (
r 

U ⋅
r 
∇ )

r 
U + ∂

r 
U 
∂t

soit: (relation entre dérivées 
lagrangienne et eulérienne) 
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équation d'Euler (p.f.d.)

équation de continuité (conservation de la masse)

équation d'état (ici, par exemple gaz parfait)

où:

planète
disque

satellite

tenseur de pression
(pression et viscosité)

équation de Poisson (th. de Gauss)


F =

FP +


FD +


FS −
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P
Σ
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P
Σ



pour commencer: solution libre (pas de satellite) sans viscosité


U0 (r,θ ) =


U0 (r)+ u1(r,θ )

Σ =  Σ0 +Σ1(r,θ )
P =  P0 + p1(r,θ )
ΦD =Φ0,D +Φ1,D

u1 <<

U0

Σ1 << Σ0

p1 <<  P0

Φ01,D <<Φ0,D

avec:
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système équations linéaires décrivant l'évolution d'un disque
soumis au potentiel central de la planète, à son propre potentiel,
et à sa pression interne (sans viscosité)

voir les détails dans le dossier “7- Résonances dans les disques“
sur ma page:

http://www.lesia.obspm.fr/perso/bruno-sicardy/ensei/m2_obs/index.html



on "lance" dans le disque des modes propres de la forme:

alors les opérateurs ¶/¶t et Ñ deviennent algébriques:

¶/¶t  Û -i.w où ω = vitesse angulaire du mode

Ñ. Û ik.    où k = nombre d’onde du mode, |k|=2π/λ

valeur complexe 
de la perturbation

module (amplitude)
de la perturbation



+ 2k

solution non triviale pour:

à c’est relation de dispersion des modes propres dans un
disque auto-gravitant (Σ0) en rotation (κ) et avec pression (cs)

k/2
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=
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=
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pas de rotation, pas de 
pression 

pas de rotation, pression

rotation, pas de pression rotation + pression 

ω2
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grandes structures stabilisées
par la rotation

(R2 W2 grand
comparé à l’énergie 
potentielle de la 
structure)

kR
=

=

rotation, pas de pression

ω2



petites structures stabilisées
par la pression (critère de Jeans)

(mcs
2 grand comparé

à l’énergie potentielle
de la structure)

=

pas de rotation, pression

kJ (valeur 
de Jeans)



masse M
rayon R
densité surfacique S
M~ SR2

dispersion vitesse cs

W

équations aux dimensions



énergie gravitationnelle:

énergie rotationnelle:

énergie thermique:€ 

UG ~ −
GM 2

R
~ −GΣ2R3
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UR ~ IΩ
2 ~ MR2Ω2 ~ ΣR4Ω2
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énergie totale à
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k ~ 1/Roù:
est le nombre d'onde de la perturbation

relation de dispersion
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disque stable pour tous les modes

minimum µ [Q-1]

où est le paramètre de Toomre (1964)Q =
csΩ
πGΣ0



à critère de stabilité de Toomre pour les disques minces

stabilité pour tous les modes si:

à
● Suffisamment « chaud » pour stabiliser les petites échelles

● Suffisamment « tournant » pour stabiliser les grandes échelles

Q =
csΩ
πGΣ0

>1
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Q > 1 Q = 1 Q < 1
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Q > 1 Q = 1 Q < 1

les collisions inélastiques
réduisent cs

k2

w2
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k
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Q > 1 Q = 1 Q < 1

disque marginalement stable

l’accrétion augmente la
taille des particules à
augmente cs
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instabilités marginales de Toomre



exemple: anneaux de Saturne

€ 

λinst = 2π 2 GΣ0
Ω2

W = 2p/P ~ 2x10-4 sec-1

S0 ~ 1000 kg m-2

® linst ~ 30 m

® minst ~ S0 l2
inst ~ 106 kg

® Rinst ~ 10 m avec r ~ 1000 kg m-3



http://www.icr.org/article/rescuing-ring-ages/

https://nerdfighteria.info/v/E8GNde5nCSg



stabilité marginale : 

pour un disque  largehomogène r:   ma ~ p S0 r2, d’où:

~ 10 -7 Þ h = qqs mètres 
ma

Mp

ma

Mp

~ 1
Q
⋅
cs
rΩ
~ h
r

Q =
csΩ
πGΣ0

~1

exemple de Saturne:



forçage résonant du disque









orbite périodique







ici m = 4, q = 1, v = 0°® YL= 0°

€ 

ΨL = (m + q)λs −mλ − qϖ



ici m = 4, q = 1, v = 180°® YL= 180°

€ 

ΨL = (m + q)λs −mλ − qϖ



€ 

ΨL = (m + q)λs −mλ − qϖ
(ici m = 4, q = 1, v = -100°® YL= +100)°

-YL/(m+q) =
-YL/5 = -20°

particule

satellite

le couple exercé par le satellite est µ e ´sin(YL)





exemple résonance 5:4 

la planète excerce un couple sur le disque,
et inversement Þ migration





2:1 Mimas

7:6 Janus5:3 Mimas
spiral waves

1:1 Pan

3:1 Mimas
2:1 Pandora

-1:0 Titan



Spitale & Porco
Astron. J. 138
1520-1528 (2009)

bord externe
de l’anneau A
de Saturne 
(résonance
7:6 avec Janus) 



Spitale & Porco
Astron. J. 138
1520-1528 (2009)



Spitale & Porco
Astron. J. 140
1747-1757 (2010)

bord externe
de l’anneau B
de Saturne 
(résonance
2:1 avec Mimas) 



(Astron. J. 140,1747-1757, 2010) 



~ 10 km

~ 2 km ~ 25 m

bending 5:3 compression 5:3

Lissauer et al.,
Icarus, 1985



damping ®
n ~ cs

2/W ~ h2 W

surface 
density
∑0

Mimas 5:3
resonances



retour au système initial, mais avec un terme de forçage:

potentiel d'un satellite sur orbite circulaire:

détails dans le dossier “7- Résonances dans les disques“
http://www.lesia.obspm.fr/perso/bruno-sicardy/ensei/m2_obs/index.html



et on cherche des solutions de la forme: 

€ 

am (r,θ,t) = Am (r) ⋅ exp[im(θ − nst)]

de plus, pour des disques de faibles masses, on peut montrer
que l'on peut appliquer 

l'approximation "WKB » (Wentzel-Kramers-Brillouin): 

les variations radiales se font surdes distances petites par rapport 
à la taille du disque, i.e.:

€ 

Am (r) = Am exp(ik ⋅ r)

€ 

k ⋅ r >>1

où

l’onde spirale est “resserrée“ (tightly wound) 
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am (r,θ,t) = Am exp[kr + im(θ − nst)]

soit des solutions du type:

kr + im(θ − nst) = cste

® équation d'une onde spirale, avec m bras, tournant
à la vitesse angulaire ns, de structure serrée (approx. WKB)

équation des points de phase constante:



Alors: équations différentielles à équations algébriques

¶/¶t  Û -im.ns

¶/¶q Û im.q

¶/¶r  Û ik et

¶/¶r >> (1/r)¶/¶q



…et après linéarisation et passage en coordonnées polaires:

où le point désigne ici la dérivée radiale:

€ 

˙ a = ∂a /∂r



en notant x la distance adimensionnelle à la résonance: x= (r-rres)/rres

où:



oscillateur harmonique!

si tous les coefficients 𝛼 sont nuls (particules tests sans interactions):



solution de l'équation précédente obtenue par transformée de Fourier:



x: distance to
resonance

u r
:  
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from Meyer-Vernet & Sicardy, Icarus 1987

onde auto-gravitante, conservatif



auto-gravité+ viscosité

pressure, conservative



https://en.wikipedia.org/wiki/Orbital_resonance



https://en.wikipedia.org/wiki/Orbital_resonance



http://www.sci-news.com/space/saturns-main-rings-up-close-04577.html

12:11 Prometheus
resonant wave



distance to resonance

pe
rtu

rb
at

io
nonde de pression, conservatif

viscosity



viscosité
(cf. pendule 
harmonique 
dissipatif!)





densité de surface
donnée

anneau moins massif

anneau plus massif

où:

les anneaux comme
sondes macroscopiques
de propriétés microscopiques



onde auto-gravitante 
conservative

avec viscosité

avec encore plus
de viscosité

pure viscosité



damping ®
n ~ cs

2/W ~ h2 W

surface 
density
∑0

Mimas 5:3
resonances

Lissauer et al.,
Icarus, 1985



théorème: toutes les solutions ont la même intégrale à elles  provoquent
le même couple (échange de moment cinétique) entre le disque et
le perturbateur (Meyer-Vernet & Sicardy, Icarus 1987)







le confinement
de l’anneau epsilon
d’Uranus par deux
satellites



http://www-star.qmul.ac.uk/~masset/moviesmpegs.html

simulations F.Masset et al.
migration type I



http://www-star.qmul.ac.uk/~masset/moviesmpegs.html

simulations F.Masset et al.
migration type I 



http://www-star.qmul.ac.uk/~masset/moviesmpegs.html

simulations F.Masset et al.
migration type II



simulations F.Masset et al.
migration type II

http://www-star.qmul.ac.uk/~masset/moviesmpegs.html





ligne de courant
eccentricité e

µ YL/2

satellite

couple exercé sur la ligne de courant:

€ 

T ∝e ⋅ sin(ΨL )

exemple de la résonance 2:1
(e.g. bord de la Division de Cassini
et Mimas)



2p

p

µ1/a

µ a

0.05?



a= 0.05

a= 0.15

le couple intégré sur 
toutes les fréquences 
est indépendant de a
car Zf µ 1/ a et largeur
résonance µ a

€ 

| Z f |×sin(φ f )


