un exemple simple: l'oscillateur harmonique

donne des lecons générales (quoique limitées)






= —wiz—ai+ F cos(w rt)
f 1 X
force de rappel dissipation forcage

équation du deuxieme ordre linéaire avec second membre
solution générale: solution libre (sans second membre)
+ solution particuliere (forcée):

Z:Zl—|—Zf

ou...



SN
21 = Zyexpli(wit + @1)]  (dont on peut
prendre les parties
réelles...)

2p = Zpexpli(wpt + ¢ )]

partie libre:

W) = ia/2 + Jw% — a?/4 =~ /2 + w

(pour o < < w,)

NB la friction introduit une partie imaginaire dans la fréquence



partie libre:

21 = Zyexp(—at/2) expli(wyt + ¢p),

Zl et gbl : donnés par les conditions initiales z(()) et z(())

partie forcée:

zp = Zrexpli(wst + ¢ )]

apres identification terme a terme....
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avec.

sgufcos(¢f)] = sgn(wf — wp)




F=O C()f= 101

: Z=1, o,=1: mouvement libre
F, o+ mouvement forcé
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F=O C()f= 101
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F=10 w;=10.1
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forcage et faible par rapport a F bien que
I'intensité du forcage soit grande
—> notion importante de moyennisation

o

noter que I'amplitude de la réponse au/
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F=0.1 w,=1.123456789

| J I

mouvement dans

. "l'espace des phases" z, dz/dt




F=0.1 w,=1.123456789

I

surface de section de Poinkré: on porte les points
uniquement pour t= t,=kx(.

/m), ou k est entier




posons: X — (z, z)
alors: X = F(z,2,t)

si F est T-périodique ainsi que X(t+T)= X(t), alors

Xt+T)=FXt+T),t+T]=X(1)

—> La fonction X a la méme valeur
et la méme dérivée a tet t+T

—elle est T-périodique (via le théoreme de
Cauchy-Peano-Arzela)



F=0.1 w,=0.90123456789

"portrait de phase" g Bl -
| de la résonance Ja




F=0.1 o,=0.98123456789




w,= 1.023456789




F=0.1 w,=1.123456789




F=0.1 o=0.98123456789




F=0.1 w,=0.98123456789

dissipation a= 0.01
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F=0.1 w,=0.98123456789

dissipation a= 0.01
surface de section

point attracteur

F
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Ainsi: la dissipation ne laisse survivre que la partie forcée
de la solution:

2p = Zrexpli(wst + dr))



en résume:

guelgques propriétés génériques des systemes résonants
on suppose a = 0 (systeme conservatif), alors:

2(t) =

21 = Zjexpli(wjt + ¢;)] —— partie libre

Zf = Zf eXp[i(wft + qbf)]—> partie forcée

(ou @, =0o0u )

en considérant la solution dans la surface de section
correspondant a t= 2kv/w;



posons: Aw = wj — wy

AN

la “distance” a la résonance
(dans le domaines des fréquence)

alors pendant l'intervalle de temps 7= 2w,
I'argument de z a tourné de

21w, /w; = 2n(w; + Aw)/w,; = 2nAw/w; (mod 2r)

soit une vitesse angulaire [2riAw/w; [/T= Aw



4 dz/dt

solution générale

partie libre
de la solution

’_——-—___
\

AW : vitesse angulaire de la

surface de section de la solution
libre autour de la solution forcée

partie forcée de la solution (X 1/Aw)
(argument 0 ou 1 selon sighe de Aw)




en résume:

la partie forcée (point fixe) devient grande prées de la résonance
(Aw~0), eg infinie pour cas harmonique, mais en genéral
la non-linéarité sature la solution a une valeur finie

la solution libre tourne lentement (a la vitesse angulaire Aw~0)
autour du point fixe (une fois affectuée la surface de section)

au passage a la résonance exacte (Aw = 0) la phase de
la solution forcée subit une discontinuité de 180" et
la rotation de la solution libre change de direction



amplitude et phase
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Oscillateur harmonique, a= 0.05
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Oscillateur harmonique, a= 0.15
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amplitude et phase




Oscillateur harmonique, a= 0.15

10

amplitude et phase




exercice:
montrer que lorsque le cycle limite est atteint, alors:
énergie dissipée = énergie fournie par l'opérateur

et:

énergie fournie: X _Zf Sil’l(¢f)



amplitude et phase

Oscillateur harmonique, F= 0.5, a= 0.05 & a= 0.15

10

exercice:
montrer que le o= 0.05
travail intégré sur toutes /
les fréquences est
indépendant de o




Ce qui nous avons appris dans ce chapitre:

- Peffet des termes a hautes fréquences dans une Equa. Diff. ont
tendance a se moyenner a zéro. On peut les ignorer (averaging
method) pour se concentrer sur les termes a basse fréquence.

- c’est une recette qu’il faut utiliser avec précaution. Les termes
a hautes fréquences peuvent étre essentiels pour I'apparition du
chaos.

- le cas simple du pendule harmonique (linéaire) fournit des
comportements générigues des systemes résonants -

- la partie forcée devient grande pres de la résonance (lorsque
Aw = .- Tiorcee~ 0). La perturbation résonante peut étre petite,
mais conduit a une réponse grande sur un temps grand.



Ce qui nous avons appris dans ce chapitre, suite:

- la solution forcée devient infinie dans le cas harmonique, mais
est en général bornée a cause de la non-linéarité de I'équation.

- la méthode des surface de section de Poincaré révele la
structure des solutions (portrait de phase), en particulier 2

- la solution forcée est un point fixe, autour de laquelle la
solution libre tourne lentement (a la vitesse angulaire Aw~0)

- au passage a la résonance exacte (Aw = 0) la phase de
la solution forcée subit une discontinuité de 180°

- dans le cas habituel non-linéaire, des séparatrices dans les
portraits de phase provoquent des discontinuités dans le
comportement des solutions. Nous verrons que le chaos peut
apparaitre autour des séparatrices.



Ce qui nous avons appris dans ce chapitre, suite:

un petit terme de dissipation provoque un léger déphasage
entre la solution forcée et le terme de forcage. Ce déphasage
assure que I’énergie dissipée est exactement compensée par
le terme de forcage.

la dissipation limite par ailleurs la réponse du systeme et
élargit la zone de résonance, et ce dans les mémes proportions.



