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I Oscillations de Rabi d’un atome au repos

Dans cette premiére partie, on considére un atome de masse m, au repos, possédant seule-
ment deux états d’énergie internes |a) et |b). L’atome est soumis & une onde électromagnétique
quasi-résonante couplant les deux états d’énergie. L’hamiltonien de couplage di & 'onde électro-
magnétique s’écrit sous la forme matricielle :
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0 h?

Hl - hQ 5
- —hd

ol & = w — wy représente le désaccord entre la fréquence w de 'onde électromagnétique quasi-
résonante et la fréquence wy de résonance de la transition du niveau |a) vers le niveau |b). On note

dans la suite Q' = Q2 + §2.

1. Quelle est la dimension de ’espace des états de ’atome ?

2. En ’absence d’onde électromagnétique, les niveaux d’énergie internes de ’atome ont-ils une
durée de vie infinie ? Citer différents phénoménes physiques pouvant transférer ’état interne
d’un niveau & ’autre.

3. Sous quelle approximation ’expression de H; est-elle valable ?

4. Trouver les valeurs propres (notées Aidy/2) et les vecteurs propres (notés |[Vi)) de Hy. On
exprimera les vecteurs propres sous la forme :

Vi) = (1)1) :

ou v4 sera exprimé en fonction de A4 et €.

5. At =0, Patome est dans I’état interne |a). Le vecteur d’onde est noté |¢(¢)). Expliciter les
projections (alt)(t)) et (bl1)(t)). Commenter.

II Oscillations de Rabi pour un atome en mouvement

Dans cette section l’atome est en mouvement. Nous prenons donc en compte un degré de liberté
de translation paralléelement & ’axe x. L’espace £ des états accessibles & 'atome est maintenant
le produit de I’espace &;,,; des états internes et de ’espace &;qns des états de translation : £ =
gtrans & gint-

L’espace des états internes ne différe pas de celui de la section I et a pour base {|a),|b)} ou
encore {|V,),|V_)}. L



F1GURE 1 — Atome en mouvement selon ’axe x et provenant de x = —oo. Dans la région z < 0,
I’atome est libre. Dans la région grisée z > 0, une onde électromagnétique se propage perpendicu-
lairement & la direction de ’atome.

L’espace des états de translation a pour base les fonctions d’onde {¢(z) = e***}, o1 k est un
h2k?

réel quelconque, et qui ont pour énergie cinétique Ey = 5
m

K2 k2
2m

P2
ﬁd)k(w) = Ui (),

ou P, est 'opérateur impulsion dans la direction .

L’atome se déplace de x = —oo vers ¢ = oo (Figure 1). Dans la région = < 0, que nous
nommerons région I, il n’y a aucune onde électromagnétique. Dans la région = > 0, que nous
nommerons région II, 'onde électromagnétique se propage perpendiculairement & la direction de
propagation de ’atome.

II.A Etats propres

1. Nous étudions tout d’abord la région II, ou I’hamiltonien du systéme s’écrit sous la forme :
2

P
Hyp =% + H;.
2m

Un état de 'atome dans la région II est décrit par le vecteur d’onde
[0k) = Cae™ 7 [V3) + C_e™=7 V),

ou Cy, C_, ki, k_ sont des réels quelconques.
Justifier que le ket |¢}) vérifie la relation :

R2E2  h
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2. Montrer que si k3 = k? — , alors |¢i) est vecteur propre de Hyr. Donner 1'énergie de cet

état propre.

3. Etudions maintenant la région I. Justifier que dans cette région, ’hamiltonien du systéme
s’écrive sous la forme : )
P
Hi =%+ 0 0
2m 0 —hé
4. Pour la région I, on représente ’état de ’atome par le vecteur d’onde :

|¢}€> - (e““ + Rle_“”) la) + Roe™ "% |b) .

Justifier et commenter cette forme.



. 2md .
5. Montrer que si ¢ = k2 + = alors |¢1) est vecteur propre de Hy. Donner I'énergie de cet
état propre.
6. La fonction d’onde et sa dérivée sont continues en x =0 :

|6} (x = 0)) = |} (x = 0))
dlop) o dled),
T;(x =0) = T;(m =0).

En déduire quatre équations qui relient les coefficients Cy, C_, Ry et Ry en se souvenant de
Pexpression de la base {|V),|V_)} dans la base {|a), |b)} trouvée a la question I.4.
7. Montrer que :
Co_ Argtk
C+ o A q + k_ ’

II.B Limite semi-classique

La limite semi-classique est obtenue aux vitesses élevées : k2 >> |m(d £ Q') /h|. Dans ce cas on
peut développer k+ et ¢ au premier ordre :

- m)\i

T
mod

— k4
1=F+ 75

1. Montrer que (a|pl) et (b|¢ll) peuvent se mettre sous la forme :

(o) = xe** cos (82) g sin (30)

i) = xeror |57 sin ().

en exprimant les paramétres « et 8 en fonction de m, h, k, Q' et 4.

2. Interpréter et commenter ce résultat. On rappelle en particulier que ’atome se déplace a une
hk

vitesse v = —.
m

II.C Limite quantique

C’est la limite ol nous n’avons pas k? >> |m(d £ Q')/h|. Pour cette section, nous ne faisons
appel qu’aux résultats des questions II.A.1 et I[.A.2.

1. Montrer que k2 est toujours positif.

2. Montrer que si k < k., avec k. = % (¥ —9), alors k_%_ est négatif.

3. Que pouvez-vous en déduire lors de la propagation de I’atome dans la région II, en particulier
lorsque  >> |1/k4|?
4. L’atome oscille-t-il entre les états |a) ou |b) dans cette limite ?

Cette suppression de loscillation de Rabi est & prendre en compte pour les atomes ultra froids.
Voir Navarro et al. 2003. Suppression of Rabi oscillations for moving atoms. Phys. Rev. A 67,
063819. 3



Université Pierre et Marie Curie & Observatoire de Paris
Interaction milieux dilués rayonnement M1 Année 2012-13

Oscillations de Rabi d’un atome en mouvement
Examen du 12 avril 2013
2 heures — Aucun document autorisé

IIT Oscillations de Rabi d’un atome au repos

1. La dimension de I’espace des états est .

2. Hormis ’état fondamental, aucun état n’a de durée de vie infinie. L’émission spontanée d’un
photon raméne toujours un état excité vers ’état fondamental. La durée de vie du niveau
excité peut néanmoins étre longue, puisque certaines transitions ont des temps de relaxation
de plusieurs secondes, voire de quelques heures. La durée de vie de ces niveaux peut donc
étre considérée comme infinie a ’échelle temporelle de I'expérience.

Les phénomeénes physiques qui permettent de transférer ’état interne d’un niveau & un autre
sont : ’émission spontanée, I’émission et ’absorption induites par une onde électromagné-
tique, les collisions entre atome ou avec des électrons (décharges électriques).

3. L’expression de H; est valable dans I'approximation séculaire et en passant dans le repére
tournant.

4. On cherche a résoudre ’équation du second degré

-2 Q

0:‘9 —25— A

’:)\2+25A—Q2

dont les solutions sont

La recherche des vecteurs propres conduit & résoudre le systéme :

0 Q 17/\ 1<:> 7)\7:|:
Q =26 Uiiivi viiQ'

On peut vérifier 'orthogonalité des deux vecteurs :

AAy

0z =1-1=0.

(v_lvg) =1+

5. At= 07 |1/)0> = |(l>

{|V+> = |a) + vy [b) RN

Vo) = la) + v b) b) = Vi) = Vo)
Vy — V-
On fait évoluer le systéme :
vo At v et
(e = e V) - e )
La projection de |1(t)) sur |a) s’écrit :
At A_t
(alp(t) = ———e™ 1T - i



et donne une probabilité P, (t) au systéme d’étre dans I’état |a) :

i35t 3/ 2
Palt) = 629 [— B+ Q)e i — (=5+ ) e*}
ot 5 . ot)?
Pu(t) = ’— €08 —= — iy sin —=
9 / 52 5 !
Pa(t) = COS 7 + m 7
02,0
Pa(t) =1- m Sln2 7
Naturellement, on trouve alors
QL0
Pu(t) =1—"Pu(t) = e S =~

On retrouve donc 'oscillation de Rabi telle que décrite dans le cours.

IV  Oscillations de Rabi pour un atome en mouvement

IV.A Etats propres

1. Les opérateurs P, et H; opérent dans deux espaces différents, respectivement, I’espace des
états de translation et ’espace des états internes. Dans ’espace produit, nous avons donc :

2

p? p? h2k2
22t @) = (320 @) ©1V2) = 5 E @) V)

de méme
A4

Hipp, () |Vy) = Y, (2) @ (Hy |V4)) = 5

Ainsi, en combinant les deux ci-dessus nous arrivons & :

k() Vi)

. h2k2 AX .
Hye™* |V,) = < 2m+ + 2+> e VL)

De méme nous avons

R?k2 hA_

Hye* " |V_) = ( 5+ 5 >e“”‘|V>

En sommant les deux, on arrive & I’expression souhaitée.

2. Nous avons alors

Rk2 h k> R mAy h
—)\ = —_— 7)\
om T2 T om T am TR ot
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Nous avons donc
I RPE o
H, = —
wlor) = 5 = 1ék)
K2 k>
2m

ce qui démontre que 1'état [¢1!) est état prgpre de Hir avec ’énergie propre



. Dans la région I, le champ électrique est nul. Donc la valeur de € dans la région I est nulle.
L’hamiltonien du systéme dans la région I s’écrit donc :

P2 (0 0
HI_2m+<0 —th)

. L’atome provient de —oo dans 1’état initial |a). Cela correspond donc au vecteur d’onde
e’*@ |a). A Dentrée dans la région II, "hamiltonien change. Il peut donc avoir réflexion de
I’état incident. Dans la région II, la matrice H; permet aussi de passer de 1’état interne
|a) a Vétat |b). Il existe donc deux ondes réfléchies, une dans ’état |a) avec un coefficient
de réflexion R; et qui doit avoir la méme énergie totale que ’onde incidente mais étre de
direction opposée Rie~ "7 |a), et une dans I’état interbe |b), avec un coefficient de réflexion
Ry, mais qui doit avoir un énergie cinétique différente de I’onde incidente : Roe™%* |b). La
superposition donne la fonction d’onde totale recherchée.

. Nous procédons de maniére similaire & la question II.A.1 pour montrer que

Hil|¢}) = Hi [(eim + Rlefikx) |a) + Roe™ "4 |b)]

h2k2 ikx —ikx h2q2 —iqx

= % (6 + Rle ) ‘Cl> + R2 (m — 55) € |b>
K . h2k? _

_ ik —ikx _ —iqx
Eyes (€™ 4+ Rie™"**) |a) + Ry < o + ho ﬁé) e |b)
h2k?

h2k?
Ainsi |¢}) est état propre de H; d’énergie propre

. Dans la base {|a),|b)} nous avons :
ikx —ikx ikyx —ik_x
I\ _ e + R1€ I\ C.,.e + +C_€
|¢k> = ( RQe—iqw ) et |¢k> = (C+v+eik+m + C_v_eik-z

La continuité de la fonction d’onde et des dérivées en x = 0 donne

1+ R =Cy +C_
Ry=Civp +C_v_
E(1—Ry)=Cyiky +C_k_
—qRy = Cyrkivy +Ck_v_

. En divisant la quatriéme équation par la seconde équation, nous obtenons le rapport :

O+k3+’U+ + C_k_v_

Civy +C_v_ =1
C_
En posant z = — cela donne encore
Cy
kyvp thvo
vy Fv_x 9
Puis en utilisant U )\—"’
v_ A
Eidy +ak A =—q(Ay +2X0)
T (k—A— + qA—) = *Q/\... - k+>\+
Co _ _Arathky

Tr =

Cy A_q+k_




IV.B Limite semi-classique

1. Nous avons

(algi) = Cye™ 7 (a Vi) +C_e™=7 (aV_)
=1 =1

.mA @ by k .mA_x
e e~
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De méme

(aléll) = Chovpe™ (BV4) + C_v_c™= (b|V.)

mg;[)urek* —)\;ek]

~ %ei‘“ (—24) sin Bz

; Q
~ xe'* |:—ZQ/:| sin Sz

hk
2. La particule se déplace a la vitesse v = —. Il est donc en x a l'instant ¢ tel que x = vt, soit
m

t= % La probabilité de trouver 'atome dans I’état interne |b) vaut donc
2
Pu(t) = e sin (Bz)

mQ! hky_ Q/
26k m =2t

On retrouve 'oscillation de rapide. On peut dans ce cas négliger 'aspect quantique du mou-
vement de ’atome et trouver I’état interne comme si ’atome était immobile.

IV.C Limite quantique

1. Nous avons

k> = k% — % (=6 =) >0 Vkecar A_ toujours < 0
2.
K2 = k2 — %(—64—9’)
peut s’annuler et devenir négatif si k < k. :
K < %(Q’—&)—%(—éJrQ’) <0

3. Dans ce cas le mode k est évanescent dans la région II et seul le mode k_ se propage dans
la région x > 0.

4. Si nous regardons ce qui se passe juste dans la région II, la probabilité d’étre dans l'état |a)
ou |b) est constante. Il n’y a plus d’oscillation de Rabi!
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