Chapitre 4

Ondes électromagnétiques
dans les milieux

Dans les milieux tels que le vide, les métaux ou les plasmas, les densités
de charges et de courants sont dues a des charges susceptibles de se déplacer
a I’échelle du micron-cube, échelle mésoscopique sur laquelle on convient de
niveler les champs et les densités de charges et de courants. De telles charges
et courants sont qualifiés de charges et de courants libres.

Dans la plupart des milieux réels, les charges liées, c’est-a-dire dont les
déplacements éventuels sont au maximum de 'ordre des dimensions ato-
miques, soit 0,1 nm contribuent aux densités de charges et de courants,
grandeurs nivelés a ’échelle mésoscopique. Les expressions des densités cor-
respondantes conduisent a reformuler les équations de Maxwell en intro-
duisant de nouveaux champs D et H. Les équations de Maxwell sont alors
solubles, a la condition de connaitre les relations phénoménologiques reliant
Det HakEetB.

Dans ce cours nous n’allons étudier que le champ D et dans le cas par-
ticulier des milieux diélectriques linéaires isotropes. La généralisation aux
milieux anisotropes et magnétiques se fera au deuxiéme semestre.

4.1 Equations de Maxwell dans les milieux diélec-
triques
4.1.1 Vecteur polarisation

Dans la plupart des milieux (lair et I'eau par exemple) soumis a un
champ électrique, les charges liées se déplacent a ’échelle atomique et il
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apparait des dipoles électriques : on dit alors que le milieu se polarise. Un
milieu susceptible de se polariser est appelé diélectrique. Dans un milieu
diélectrique, on appelle vecteur-polarisation et on note P, le moment dipo-
laire moyen par unité de volume :

dp 1 dN
P = —— = — E = —
dr dr - Pk dr (pr)

ou dN/dr désigne le nombre volumique de dipole. La somme > et la va-
leur moyenne statistique () portent sur le nombre de dipoles contenus dans
I’élément de volume d7, dont les moments dipolaires py sont indicés par 1’in-
dice k. La dimension du volume dr est mésoscopique, c’est-a-dire de I'ordre
de (0.1 um)3, de telle sorte que le vecteur polarisation est une grandeur
nivelée.

Pour ce cours, nous acceptons que la densité volumique de charges liées
s’exprime en fonction du vecteur-polarisation par la relation :

Plides = —div P

Nous acceptons également qu’une variation du vecteur polarisation P

est associée a des courants liés volumiques de densité :

. 0P
Jides = ot

4.1.2 Equations de Maxwell

En tenant compte des contributions pj;p eg €t Jlibres d€s charges libres et
en admettant que les diverses contributions des charges liées sont additives,
nous obtenons les expressions des densités totales de charges et de courants
dans un milieu matériel :

P = Plibres T Pliées = Plibres — div P

.. . . oP
J = Jlibres * Jlices = Jlibres T ot
En substituant dans les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Ampere,
nous obtenons :
div (e0E) = p = pljpreg — div P

OE OE opP

rot B = yij + Hoo 5 = f0libres + Hoco g, T Hoay
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On peut réarranger ces équations pour faire apparaitre artificiellement
les charges libres comme seules sources :

. . 0
div (e0E + P) = pjipres 3 Tot B = tojjibres + Hog, (eoE + P)

De fagon naturelle, on définit alors le vecteur déplacement électrique D qui
prend en compte les charges et les courants liées par :

D=¢E+P

Les équations de Maxwelle prennent ainsi la forme la plus couramment
utilisée dans les milieux :

. oB . . oD
div D = pjipres ; Tot E = T div B=0; rot B = 0 (Jlibres + 815)

4.2 Modele de I’électron élastiquement lié

La plupart des gaz constitués de molécules non polaires sont des diélectriques
linéaires, homogenes isotropes peu denses (DLHI en abrégé). Pour interpréter
cette observation, nous adoptons le modele suivant, appelé modele de 1’électron
élastiquement lié :

1. les différents électrons liés d’'une méme molécule sont traités indépen-
damment

2. chaque électron est traité comme un oscillateur harmonique amorti :
I’électron est soumis & une force de rappel de la forme —mw?ar, qui
rend compte de maniere phénoménologique de 'effet du déplacement
de I’électron dans le champ électrique qu’exercent sur lui le noyaux de
la molécule et les autres électrons; il est soumis en outre & une force de
frottements fluides —mI't qui rend compte de maniere phénoménologique
de diverses causes d’amortissement telles que les collisions entre électrons
et le rayonnement dipolaire ; en pratique on a I' << wy ;

3. D’électron est placé dans un champ électrique E. L’analyse de Fourier
permet de se ramener au cas d'un champ variant sinusoidalement avec
le temps; d’autre part on néglige le déplacement de 1’électron par
rapport a la distance caractéristique des variations spatiales de E,
c’est-a-dire la longueur d’onde; cette hypothése est réaliste car par
définition un électron lié se déplace a I’échelle de 'angstrom, distance
tres inférieure aux longueurs d’onde usuelles en électromagnétisme. En
définitive, on peut considérer le champ électrique comme uniforme a
Péchelle du déplacement de ’électron et écrire E = Eq cos (wt).
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Le théoreme de la résultante cinétique appliqué a 1’électron s’écrit alors :
mit = —mI't — mwir — eEq cos (wt)

Cette équation différentielle étant linéaire a coefficients constants, nous
pouvons passer en notation complexe pour déterminer le régime sinusoidal
forcé de pulsation w. L’opération de dérivation temporelle est alors équivalente
a une multiplication par iw et il vient :

e 1

—————FEge wt
mw%—wQ—l—iFw 0 exp (iwt)

r=—

En I’absence de champ électrique, le moment dipolaire de la molécule

est supposé nul. En présence du champ E, le moment dipolaire vaut donc
en notation complexe :

e2 1

———————FEgexp (iwt
mwi —w? +ilw 0 exp (iwt)

E:—ez:

Si on note n la densité volumique d’électrons liés, uniforme dans un gaz,
on obtient le vecteur polarisation :

2
ne 1
P=np=———-——"FEqexp (iwt
=Tne m wi —w? +ilw 0 exp (iwt)
Puis le vecteur déplacement électrique :
2
ne 1
D=¢E+P=(1+ - eoE
2=ait+l ( meowg—w2+sz> 0=

Le modele de I’électron élastiquement lié rend donc compte du caractere
linéaire, homogene et isotrope du milieu et fait apparaitre une permittivité

complexe relative :

ne? 1

& =1+ -
- meg wi — w? + ilw

On peut décomposer €, en partie réelle et partie imaginaire :

' ne? wi —w?
€ =
r 2
meo (wg — w?)” + IMw?
" n€2 Tw
€, =

 meg = w2)2 + 202
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Dégageons la signification physique de e; et e: lors de I’étude des ondes
électromagnétiques dans les DHLI : nos expériences montrent que ces gran-
deurs doivent étre associées aux phénomenes de dispersion et d’absorption.
Elles sont donc mesurables.

Le graphe des variations de ‘e;f

avec w est donnée sur la figure 4a : il fait

apparaitre un phénomene de résonance aigu, de telle sorte que ‘e:‘ ne prend
de valeurs notables que dans un domaine de pulsations de largeur typique
I' au voisinage de la pulsation propre wg.

Le graphe des variations de €, avec w st donné sur la figure 4b : e,
décroit de la valeur €. (0) = 1 + ne?/meow? jusqu’a la valeur €, (+00) = 1
en passant par deux extréma pour des pulsations proches de la pulsation
propre wp. Ainsi, en haute fréquence, les électrons ne peuvent plus suivre les
oscillations du champ électrique et le milieu se comporte comme du vide.

Ces graphes rendent comptent des graphes expérimentaux sous réserve
d’admettre 'existence de plusieurs pulsations propres wy;, c¢’est-a-dire plu-
sieurs types d’éléctrons liés. Alors :

1

2
n;e
& =1+ .
- zl: mey W(Q)i —w? +ilw

En choisissant correctement les densités volumiques n;, les pulsations wy;
et les coefficients I';, il est alors possible d’interpréter les graphes expérimentaux.

4.3 Ondes électromagnétiques dans les DHLI

4.3.1 Introduction

Dans toute cette section nous nous plagons dans un milieu non magnétique,
diélectrique linéaire, homogene et isotrope, de permittivité complexe relative
€r, ne comportant ni charges libres, ni courants libres : on dit parfois que le
DHLI est parfait. Les équations de Maxwell se simplifient alors en :

divD =V -D=0; rotE:V/\E:—%I?
divB=V-B=0; rotB:V/\B:MO%

Les équations de Maxwell et les relations phénoménologiques caractéristiques
d’un DHLI, sont linéaires a coefficients constants : on peut donc les traiter
en notation complexe et chercher des solutions de type pseudo-onde plane
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progressive harmonique, ou toutes les composantes des champs sont propor-
tionnelles a exp(i(wt — k - r)) avec k = ku, w réel et k a priori complexe.
Dans ces conditions 'opérateur V et l'opérateur dérivée par rapport au
temps opérent comme de simples multiplicateurs :

. o .
V =—ik; &—zw

Les équations de Maxwell des milieux prennent la forme simple de rela-
tions vectorielles entre les champs :

—tk-D=0; tkANE=-wB; —ik-B=0; —ikAB =iwuyD

En utilisant les relations phénoménologiques D = €ge, E, nous obtenons
avec k = ku :

k
ku-E=0; kuAE=wB; ku-B=0; —uAB = —wee.E
Ko -

4.3.2 Transversalité des ondes
En prenant la partie réelle des relations u- E et u- B, il vient :
u-E=0;u-B=0
Les champs sont donc orthogonaux a la direction de propagation u : les
OemPPH dans un DHLI sont transversales.
4.3.3 Relation de dispersion et conséquences

Eliminons B entre les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampere :

k k
B=—-u-E; —uAB=-weeE
w Ho -
D’ou : L L
—uA <u A E) = —weger B
Ho w -
Puis :
k2 k2
Xl B)u-(u-w)E] = ———E = —weeE
How How -

En simplifiant par E, nous obtenons la relation de dispersion, qui ap-
parait comme la condition de compatibilité des équations de Maxwell pour
les OemPPH :

k? = poeoerw?
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Et en faisant intervenir la célérité ¢ des ondes électromagnétiques dans

le vide :
2

w

k= e —

&2

La permittivité relative étant a priori complexe, le nombre d’onde k

aussi et on peut poser k = k' — ik". Pour une onde OemPPH polarisée

rectilignement, c’est-a-dire telle que E = Egexp [i (wt — kx)] avec Eq réel,
on obtient un champ électrique réel de la forme :

E=% {Eo exp (iwt —ik'x — k”x” = Egpexp (—k”ac) cos (wt - k,x)

L’onde est une onde amortie (role de k:") et progressive, se propageant
avec un vitesse de phase v, = w/ Kk v, dépend de w car la permittivité
relative en dépend, donc le milieu est dispersif.

k:"
et de la vitesse de phase permettent de mesurer k" et k" en fonction de w.

On définit 'indice complexe n, 'indice de dispersion n’ et l'indice d’ab-

sorption n” par référence au vecteur d’onde kg = w /c dans le vide :

La mesure de la distance caractéristique de I’amortissement 6 = 1/

k / k C ” k
k() ’n (ﬂ) ]{20 Vyp o > (E) ko

Q:

On utilise parfois les notions de longueur d’onde dans le milieu A et de
longueur d’onde dans le vide Aq telles que :

La phase ¢ d’'une OemPPH dans un DHLI s’écrit alors :

’ ! 2 !
w:wt—k‘x—qf)o:wt—nk‘ow—qﬁo:wt——ﬂ(nm)—d)o
Ao

On peut mettre cette expression sous la forme :

2T

0 —¢o avec § = n'z
Ao

P = wt —

Cette expression sera utilisée dans le cours sur les interférences, ou la
grandeur ¢, appelée chemin optique joue un réle essentiel.
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4.3.4 Expression du champ magnétique

L’équation de Maxwell-Faraday permet d’exprimer le champ magnétique
en fonction du champ électrique :

k
B=—uAE
w

Pour une OemPPH polarisée rectilignement, c’est-a-dire telle que E =
Ej exp [i (wt — kx)] il vient :

B = M (u N Ep) exp (iwt — ik x — k://x)

T w

Puis en prenant la partie réelle :

B=®(B)= lIZJ cos (wt — k/x) + % sin (wt — k/x)] exp (—kux> (uEyp)

Ce résultat ne justifie aucun effort de mémorisation : le champ magnétique
correspond & une onde amortie (role de k") et progressive (role de k'),
déphasée par rapport au champ électrique, ce qui constitue un élément nou-
veau par rapport a la situation dans le vide, ou les champs électriques et
magnétiques vibrent en phase. En revanche, comme dans le vide, le triedre
(u,E,B) est un triedre orthogonal direct.

4.3.5 Vecteur de Poynting

Dans un DHLI, le vecteur de Poynting a méme expression que dans le

vide :
_EAB

Ho

II

Pour ’'OemPPH PR envisagée précédemment, calculons la valeur moyenne
temporelle du vecteur de Poynting, seule accessible a la mesure compte-tenu
du temps de réponse des détecteurs, tres supérieur a la période des ondes
électromagnétiques :

(ITy = exp (—2]{:”:1:) (Eg A (u A Eyp))

X <uk0/w cos? (wt - k:,x) + /Z/:U sin (wt — k/x) cos (wt - k,x)>
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Soit en développant le double produit vectoriel et en utilisant <COS2> =
1/2 et (sincos) =0 :

k' E3 "
(IT) = Siow exp (—Qk x) u

Le vecteur de Poyting est parallele a la direction de propagation u. Il
décroit exponentiellement, et la mesure de la distance caractéristique de cet
amortissement donne acces A k" . Dans le modele de 1’électron élastiquement
lié, k" est proportionnel au nombre volumique n d’électrons, ¢’est-a-dire &
la concentration C' en especes absorbantes dans le cas d’une solution. Ces
faits rendent compte de la loi expérimentale de Beer-Lambert qui décrit
I’évolution spatiale de l'intensité lumineuse dans une solution absorbante,
grandeur que I'on peut identifier a ||(IT)|| : ’absorbance de la solution définie
par A = In (||(e=0)|| / ||[(ITo—=z)||) vaut A = —k" L elle est donc proportion-
nelle a C' et a L.



