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Exercice 1 : Questions diverses (8/40)

Justifier toutes vos réponses, même de façon succincte.

1. Quelles sont les principales caractéristiques de la description quantique d’un atome d’hydrogène ?

2. Expliquer en quoi une mesure quantique est différente d’une mesure classique (donner au moins 3
différences principales).

3. Donner un exemple (une expérience ou une propriété) illustrant le principe de complémentarité.

4. Est-ce que les fonctions d’onde Ψ (x, t) et e−iEt/~Ψ (x, t) décrivent le même état physique ?

5. Que dit le principe de Pauli au sujet des états possibles des 2 électrons d’un atome d’Hélium ?

6. Un électron de masse m est piégé dans un puits de potentiel carré infini de largeur L. Il émet un photon
de longueur d’onde λ en passant du niveau n = 5 au niveau n = 4. Donner l’expression de λ en fonction
de m, L, h et c, la vitesse de la lumière dans le vide.

Exercice 2 : ECOC, mesure, évolution (24/40)

On considère un système dont l’espace des états est à quatre dimensions. Une base orthonormée de cet espace
est formée par les kets |u1〉 , |u2〉 , |u3〉 , |u4〉. Dans cette base, les opérateurs A et B sont représentés par les
matrices suivantes :

A =


a 0 0 0
0 a 0 0
0 0 a 0
0 0 0 3a

 ; B =


d 0 0 0
0 0 id 0
0 −id 0 0
0 0 0 −d


où les coefficients a et d sont des réels positifs.
Remarque : bien que l’espace des états soit à 4 dimensions, la plupart des calculs demandés par la suite ne
concernent en fait que le sous-espace à 2 dimensions sous-tendu par les vecteurs de base |u2〉 et |u3〉.

1. Valeurs propres, vecteurs propres, observables (6/40)

(a) Les opérateurs A et B sont-ils des observables ? (justifier)

(b) Quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres de A ?

(c) Préciser le degré de dégénérescence de chaque valeur propre de A.

(d) La matrice représentant B est une � matrice diagonale par blocs �. Identifier les 3 sous-matrices
formant ces blocs.

(e) Comment déduit-on les valeurs propres d’une matrice diagonale par blocs à partir des valeurs
propres de chacun des blocs ?

(f) Quels sont les valeurs propres et vecteurs propres de la sous-matrice

(
0 id
−id 0

)
représentant

B dans le sous-espace à 2 dimensions {|u2〉 , |u3〉} ? On notera |v2〉 (respectivement |v3〉) le vecteur
propre associé à la plus grande (respectivement la plus petite) valeur propre de cette sous-matrice.
On fera attention à bien � normer à un � ces vecteurs.

(g) En déduire les quatre vecteurs propres de B (que l’on notera |vi〉).
(h) Préciser le degré de dégénérescence de chaque valeur propre de B.

2. ECOC (3/40)

(a) Quelles sont les matrices représentant A et B dans le sous-espace à 2 dimensions {|v2〉 , |v3〉} ?

(b) Calculer le commutateur [A,B].

(c) A et B forment-ils un ECOC pour le système ? (justifier)
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3. Mesure (8/40)
On supose que le système est, à l’instant initial t = 0, dans l’état :

|ψ (0)〉 =
i√
2
|u2〉 −

i√
2
|u3〉

(a) Donner l’expression de l’opérateur Pa : � projecteur sur le sous-espace propre associé à la valeur
propre a �.

(b) On fait une mesure de A à t = 0, quelle(s) valeur(s) peut-on trouver et avec quelle(s) probabi-
lité(s) ? Quel est alors l’état du système juste après cette mesure ?

(c) Exprimer |ψ (0)〉 en fonction de |v2〉 et |v3〉.
(d) On fait maintenant une mesure de B à t = 0, quelles valeurs peut-on trouver et avec quelles

probabilités ? Quel est alors l’état juste après la mesure ?

(e) Déterminer 〈B〉 et ∆B à l’instant t = 0.

4. Evolution (7/40)
On laisse en fait évoluer le système avant de faire la mesure de B.
L’opérateur hamiltonien du système admet comme vecteurs propres les vecteurs {|u1〉 , |u2〉 , |u3〉 , |u4〉}
associés respectivement aux valeurs propres {E1, E2, E3, E4} :

H |ui〉 = Ei |ui〉

(on supposera par la suite que E3 > E2).

(a) Donner le vecteur d’état |ψ (t)〉 du système à l’instant t > 0.

(b) Est-ce que l’état |ψ (t)〉 est un état stationnaire ? (justifier)

(c) Exprimer |ψ (t)〉 en fonction de |v2〉 et |v3〉.
(d) On fait une mesure de B à l’instant t > 0, quelles valeurs peut-on trouver et avec quelles proba-

bilités ?

(e) Déterminer 〈B〉 à l’instant t > 0.

(f) Enoncer le théorème d’Ehrenfest, puis utiliser-le pour déterminer 〈[B,H]〉 à l’instant t > 0.

Exercice 3 : Opérateur de moment cinétique (8/40)

Considérons une particule de moment cinétique (de spin) 1/2. L’opérateur de moment cinétique associé est

noté
−→
S . Soit |+〉 et |−〉 les vecteurs propres communs à

−→
S 2 et Sz, le vecteur propre |+〉 étant associé à la

plus grande valeur propre de Sz.
On rappelle la définition générale des opérateurs S+ et S− ainsi que leur effet sur un ket |s,m〉 dans le cas

d’un opérateur de moment cinétique
−→
S :

S+ = Sx + iSy ; S− = Sx − iSy

S± |s,m〉 = ~
√
s (s+ 1)−m (m± 1) |s,m± 1〉

où les kets |s,m〉 sont les vecteurs propres communs à
−→
S 2 et Sz,

1. Donner les valeurs propres de
−→
S 2 et Sz.

2. Quelles sont les valeurs propres des opérateurs Sx et Sy ?

3. Déterminer les matrices représentant S+ et S− dans la base {|−〉 , |+〉} (vecteurs de base pris dans cet
ordre).

4. Quel est l’effet de (S+ + S−) sur le ket |−〉+ |+〉 ? Conclusion.

5. Calculer le commutateur [S+, S−].

6. Calculer le commutateur [Sz, [S+, S−]].
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