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du rubidium 85

Durée : 2 heures
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Dans un atome alcalin (Li, Na, Rb, K, Cs et Fr), on peut, en première approximation, considérer que seul
l'électron le plus éloigné du noyau (l'électron de valence) est responsable des niveaux d'énergie de l'atome, les
autres électrons et le noyau formant une zone centrale d'extension non-négligeable qui joue le rôle d'un noyau
e�ectif écranté. Lorsque l'on ne prend pas en compte les corrections dues aux spins (l'hamiltonien est alors noté
H0), les niveaux d'énergie des états liés |nLmL〉 di�èrent alors de ceux d'un atome d'hydrogène sans spin par
un terme δL appelé �défaut quantique� :

EnL = − Ry.hc

(n− δL)2
n > 1 (1)

où Ry est la constante de Rydberg de l'atome considéré et où L et m sont les nombres quantiques associés

aux valeurs propres des opérateurs
−→
L 2 et Lz (

−→
L est l'opérateur de moment cinétique orbital de l'électron de

valence).
Dans le cas du rubidium 85, dont la con�guration du niveau fondamental est :

(1s)2 (2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)6 (4s)2 (3d)10 (4p)6 (5s)1 = [Kr] (5s)1 (2)

on mesure : δ0 = 3, 13 ; δ1 = 2, 65 ; δ2 = 1, 34 ; δ3 = 0, 02 ...

I. Symétrie et défaut quantique du 85Rb

On ne tient pas compte dans cette partie des spins (de l'électron et du noyau).

1. Quelle est la symétrie responsable de la dégénérescence d'ordre 2L+ 1 des niveaux d'énergie d'un électron
dans un potentiel central ? Quelle est, par conséquent, la dégénérescence d'un niveau EnL ?

2. La comparer à celle du niveau En d'un atome d'hydrogène sans spin (la di�érence provient d'une symétrie
�accidentelle� d'origine dynamique).

3. (Bonus) Expliquer qualitativement pourquoi le défaut quantique est plus important pour les faibles valeurs
de L.

4. (Bonus) Dans le cas du sodium 23
11Na, on mesure des valeurs plus faibles : δ0 = 1, 35 ; δ1 = 0, 86 ;

δ2 = 0, 01 ; δ3 = 0. Expliquer pourquoi.
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II. Spin de l'électron de valence

On tient compte à partir de maintenant du spin de l'électron de valence, mais on suppose tout d'abord qu'il
n'interagit pas avec les autres moments cinétiques.

1. Rappeler les valeurs de S et mS , nombres quantiques associés aux valeurs propres de
−→
S 2 et Sz, où

−→
S est

l'opérateur de moment cinétique de spin de l'électron de valence.

2. De quels opérateurs de moment cinétique est vecteur propre le vecteur |nLmL;SmS〉 ? Ecrire l'action de
ces opérateurs sur ce ket.

3. Quelles sont les valeurs de L et mL pour un niveau �s� ?

4. Quelle est la dégénérescence du niveau 5s ?

5. Quelle est la dégénérescence du premier niveau excité 5p ?

III. Structure �ne du 85Rb

Le spin de l'électron de valence se couple en fait à son moment cinétique orbital par l'intermédiaire de l'hamiltonien
d'interaction suivant :

HSO = a
−→
L .
−→
S (3)

1. (Bonus) Calculer le commutateur
[
HSO,

−→
J
]
, où

−→
J = −→L +−→S est le moment cinétique total de l'électron

de valence. Sur quelle symétrie du problème pourrait-on s'appuyer pour prédire ce résultat ?

2. Donner les valeurs possibles du nombre quantique J associé aux vapeurs propres de l'opérateur
−→
J 2 en

fonction de L et S.

3. Quelles sont les di�érentes valeurs de J associées aux états 5s et 5p ? (dorénavant, pour repérer ces
niveaux, on utilisera la notation spectroscopique �n (symbole associé à L)J �)

4. Exprimer HSO en fonction de
−→
J 2,
−→
L 2 et

−→
S 2.

5. En déduire les vecteurs propres de l'hamiltonien H0 +HSO ainsi que les niveaux d'énergie de l'état 5s et
des états du doublet 5p. Pourquoi le niveau 5s n'est-il pas modi�é par HSO ?

6. Les longueurs d'onde des raies d'absorption 5s − 5p pour le 85Rb sont de 780 nm et 795 nm. Estimer
l'écart énergétique, en eV , entre les 2 niveaux du doublet de structure �ne du 85Rb.

IV. Structure hyper�ne du 85Rb

Le noyau de l'atome de 85Rb possédant un moment cinétique de spin
−→
I (I = 5/2), il existe, dans l'hamiltonien

de l'électron de valence, un terme supplémentaire de couplage entre le moment magnétique
−→
MI du noyau et le

moment magnétique
−→
Me de l'électron :

Hhf = b
−→
MI .
−→
Me (4)

avec :
−→
MI = −gIµB

−→
I /~ ;

−−→
ML = −gLµB

−→
L/~ et

−→
MS = −gSµB

−→
S /~ les moments magnétiques associés aux

divers moments cinétiques. La quantité µB = e~
2me

est le magnéton de Bohr, et les facteurs de Landé valent
gI = −0.0003, gL = 1 et gS = 2.

1. Rappeler le théorème de Wigner-Eckart et justi�er que le moment magnétique total de l'électron
−→
Me est

proportionnel à
−→
J dans chaque sous-espace propre de

−→
J 2 :

−→
Me = −gJµB

−→
J /~ (5)

(sans pour l'instant faire le calcul de gJ qui sera demandé à la question IV.4).

2. Exprimer
−→
Me en fonction de

−−→
ML et

−→
MS , puis en fonction de

−→
L et

−→
S .
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3. Exprimer
−→
Me.
−→
J en fonction de

−→
L et

−→
S seulement, puis en fonction de

−→
L 2 ,

−→
S 2 et

−→
J 2 seulement.

4. En prenant une valeur moyenne adéquate, exprimer gJ en fonction de gI , gL, gS , J , L et S.

5. Montrer que gJ

(
5s1/2

)
= 2, gJ

(
5p1/2

)
= 2/3 et gJ

(
5p3/2

)
= 4/3.

6. Exprimer Hhf en fonction de
−→
I 2 ,

−→
J 2 et

−→
F 2, où

−→
F = −→I +−→J est le moment cinétique total du système.

7. Quelles sont les valeurs possibles de F pour chacun des états 5s1/2, 5p1/2 et 5p3/2 ?

8. Donner les niveaux d'énergie hyper�ns (en fonction de µB , b et gI) des multiplets associés aux états 5s1/2

et 5p1/2 .

9. Quelle est la dégénérescence de ces niveaux d'énergie hyper�ns ?

10. Sachant que le couplage hyper�n est d'autant plus grand que la probabilité de présence de l'électron de
valence est importante à l'emplacement du noyau, expliquer pourquoi le dédoublement du niveau 5s1/2

est plus important que celui du niveau 5p1/2.

11. L'écart entre les 2 niveaux hyper�ns de l'état 5s1/2 est d'environ 3GHz, quelle est la valeur numérique
de l'écart entre les 2 niveaux hyper�ns de l'état 5p1/2 ?

V. Interaction avec un champ magnétique extérieur

Nous supposons maintenant que l'atome de 85Rb est plongé dans un champ magnétique uniforme
−→
B ce qui

conduit à un hamiltonien supplémentaire du type :

HB +Hdiam (6)

où HB rend compte de l'énergie magnétique du moment magnétique total
−→
M du système (HB est alors propor-

tionnel à B, la norme de
−→
B ) et où le terme diamagnétiqueHdiam est lié à la déformation des orbites électroniques

en présence du champ
−→
B (Hdiam est proportionnel à B2).

Lorsque B n'est pas trop intense, l'e�et de Hdiam est négligeable devant HB , ce que nous supposerons par
la suite.

1. Donner l'expression de HB en fonction de
−→
M et

−→
B .

2. Choisir judicieusement la direction de l'axe z du repère cartésien et exprimer HB en fonction de Lz, Sz,
Iz, B et des autres constantes du problème.

3. Expliquer pourquoi, lorsque le déplacement des niveaux d'énergie dus au champ
−→
B est su�samment petit

(par rapport à quoi ?), on peut exprimer HB sous la forme :

HB =
µBB

~
(gJJz + gIIz) (7)

avec gJ déterminé à la partie précédente.

VI. Formule de Breit-Rabi pour la transition d'horloge du 85Rb

On se place maintenant dans le cas où les e�ets de HB et Hhf sont comparables, ou, du moins, lorsque l'on ne
peut pas négliger un e�et par rapport à l'autre. On note : H1 = HB +Hhf , et l'on suppose ici que J = 1/2.

1. De combien de vecteurs est formée la base |IJ ;mImJ〉 pour le 85Rb lorsque J = 1/2. En déduire la
dégénérescence du niveau 5s1/2.

2. Est-ce que la matrice représentant H1 est diagonale dans cette base ? (justi�er sans calcul)

3. Montrer que l'opérateur
−→
I .
−→
J peut s'écrire sous la forme :

−→
I .
−→
J = IzJz + (I+J− + I−J+) /2 (8)
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4. (Bonus) En utilisant la question précédente, montrer (sans les calculer) que seuls sont di�érents de zéro les
éléments de matrice 〈IJ ;mImJ |Hhf |IJ ;m′Im

′
J〉 pour lesquels : (m′J = mJ et m

′
I = mI) ou (m′J = mJ + 1 et m′I = mI − 1)

ou (m′J = mJ − 1 et m′I = mI + 1).

5. On souhaite calculer, par la théorie des perturbations stationnaires, les corrections au premier ordre en
H1 du niveau d'énergie de structure �ne 5s1/2. Pour cela, de quelle matrice doit-on chercher les valeurs
propres ? Quelle est la dimension de cette matrice ?

A l'aide de la question VI.4, on peut montrer que cette matrice est diagonale par blocs, chaque bloc
correspondant à une valeur praticulière du nombre mF . On considère maintenant le bloc correspondant
à mF = 0.

6. Quels sont les 2 états |IJ ;mImJ〉 pour lesquelsmF = 0 ? Quels sont les 2 états |IJ ;FmF 〉 correspondants?
Comment s'appellent les coe�cients liant ces deux couples de vecteurs ?

7. En utilisant la formule donnée en annexe, exprimer le ket I+J−
∣∣ 5
2

1
2 ;− 1

2 + 1
2

〉
en fonction du ket

∣∣ 5
2

1
2 ; + 1

2 −
1
2

〉
.

8. Montrer que〈
5
2

1
2

; +
1
2
− 1

2

∣∣∣∣Hhf

∣∣∣∣52 1
2

;−1
2

+
1
2

〉
=
〈

5
2

1
2

;−1
2

+
1
2

∣∣∣∣Hhf

∣∣∣∣52 1
2

; +
1
2
− 1

2

〉
= 3bµ2

BgI (9)

9. Ecrire la matrice représentant H1 dans la base
{∣∣ 5

2
1
2 ;− 1

2 + 1
2

〉
,
∣∣ 5
2

1
2 ; + 1

2 −
1
2

〉}
, et montrer qu'elle peut se

mettre sous la forme : (
α+ β γ
γ α− β

)
(10)

où l'on précisera l'expression des coe�cients réels α, β et γ. On constate alors que seul le coe�cient β
dépend (linéairement) de B, les coe�cients α et γ dépendant linéairement de b.

10. Calculer les valeurs propres de cette matrice, d'abord en fonction de α, β et γ, puis en fonction de µB , b,
B et gI (on obtient ainsi la formule de Breit-Rabi dans le cas particuliers des états s).

11. Déterminer, à l'aide de la théorie des perturbations stationnaires, les corrections au premier ordre en H1

du niveau d'énergie de structure �ne 5s1/2 lorsque mI = ±1/2.

12. Comment cette correction dépend-elle de B ? Pour comprendre le phénomène, reprendre la question
V.3 en supposant que l'e�et de

−→
B est négligeable par rapport à la structure hyper�ne et montrer que la

correction au premier ordre en B est proportionnelle à mF , puis conclure.

13. Exprimer le décalage spectral 4ν de la transition d'horloge (F = 2,mF = 0) ←→ (F = 3,mF = 0) dû à
B2. Quel est, qualitativement, le domaine de validité de cette expression (par exemple, par rapport à
HSO et Hdiam) ?

Annexe : formules et données utiles

h = 6, 63.10−34 J.s c = 3.108m.s−1 e = 1, 6.10−19 C

J± = Jx ± iJy J± |J,mJ〉 = ~
√
J (J + 1)−mJ (mJ ± 1) |J,mJ ± 1〉
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